
Метрические пространства
Пространство — множество, обладающее некото-

рой структурой.
Действительное число, характеризующее рассто-

яние между парой элементов — метрика

а) d(x, y) > 0 и d(x, y) = 0, только если x = y;

б) d(x, y) = d(y, x);

в) d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z).

Множество X с метрикой d называется метриче-
ским пространством (X, d).
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Для x, y ∈ Rn или x, y ∈ Cn, где x = {α1,α2, . . . ,αn}
и y = {β1, β2, . . . , βn}:

d1(x, y) =

n∑
i=1

|αi − βi|

d2(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

|αi − βi|2

Для множества функций времени

d1(x, y) =

∫
T

|x(t)− y(t)| dt

d2(x, y) =
√∫

T

|x(t)− y(t)|2 dt
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Линейные пространства
Для любых x,y ∈ M существует x + y ∈ M такое,

что

А.1) x + y = y + x

А.2) x + (y + z) = (x + y) + z

А.3) x + 0 = x

А.4) x + (−x) = 0

Б.1) α(βx) = αβx

Б.2) 1x = x и 0x = 0

Б.3) α(x + y) = αx + αy

Б.4) (α + β)x = αx + βx
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Линейная комбинация

x =

n∑
i=1

αixi

Множество векторов {x1,x2, . . . ,xn} называется ли-

нейно независимым, если
n∑

i=1

αixi = 0 только при

всех αi, равных нулю.
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Нормированные линейные пространства

1. ‖x‖ > 0 и ‖x‖ = 0, только если x = 0;

2. ‖x + y‖ 6 ‖x‖ + ‖y‖;
3. ‖αx‖ = |α|‖x‖.

Метрику можно определить как d(x,y) = ‖x − y‖.
В n-мерных пространствах действительных Rn или
комплексных Cn чисел:

‖x‖ =

√√√√ n∑
i=1

|αi|2
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В пространствах действительных или комплекс-
ных функций времени:

‖x‖ =
√∫

T

|x(t)|2 dt

В пространствах сигналов с бесконечной энерги-
ей можно ввести норму с размерностью мощности:

‖x‖P =

√√√√ lim
T→∞

1

T

∫
T

|x(t)|2 dt
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Пространства со скалярным произведением

а) (ẋ, ẏ) = (ẏ, ẋ)∗;

б) (α̇ẋ + β̇ẏ, ż) = α̇(ẋ, ż) + β̇(ẏ, ż);

в) (ẋ, ẋ) > 0 и (ẋ, ẋ) = 0, только если ẋ = 0.

‖ẋ‖ =
√

(ẋ, ẋ)

Неравенство Буняковского–Шварца:

|(ẋ, ẏ)| 6 ‖ẋ‖‖ẏ‖
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(ẋ, ẏ) =

n∑
i=1

α̇i

∗
βi, ẋ, ẏ ∈ Cn

(ẋ, ẏ) =

∫
T

ẋ(t)
∗
y(t) dt, ẋ, ẏ ∈ L2(T )
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v(t) =


0, t < −ξ;
0,5(t/ξ + 1), −ξ 6 t 6 ξ;

1, t > ξ.

σ(t) = lim
ξ→0

v(t) =


0, t < 0;

0,5, t = 0;

1, t > 0.

v(t)

1

0 t

σ(t)

1

0 t−ξ ξ
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s(t) ≈ s0σ(t) + (s1 − s0)σ(t− ∆) + (s2 − s1)σ(t− 2∆) + . . . =

= s0σ(t) +

∞∑
k=1

(sk − sk−1)σ(t− k∆).

s(t) = s0σ(t) +

∞∫
0

ds

dτ
σ(t− τ) dτ
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v(t) =
1

ξ

[
σ

(
t +
ξ
2

)
− σ

(
t− ξ

2

)]

δ(t) = lim
ξ→0

v(t) =


0, t < 0;

∞, t = 0;

0, t > 0.

v(t)

0 t

δ(t)

0 t−ξ2 ξ2

1/ξ2

−ξ1 ξ1

1/ξ1
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∞∫
−∞

δ(t) dt = 1.

s(t) ≈
∞∑

k=−∞

sk
1

∆

[
σ(t− tk)− σ(t− tk − ∆)

]
∆

lim
∆→0

[
σ(t− τ)− σ(t− τ− ∆)

] 1

∆
= δ(t− τ)

s(t) =

∞∫
−∞

s(τ)δ(t− τ) dτ
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