
 
 

О.В. Горячкин 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Методы слепой обработки 
сигналов и их приложения  
в системах радиотехники  

и связи  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Москва 
«Радио и связь» 

2003 
 



 2 

УДК 621.396 
 

Горячкин О.В. Методы слепой обработки сигналов и их приложения 
в системах радиотехники и связи. – М.: Радио и связь, 2003. – 230с.: ил. 
ISB� 5-256-01712-8. 
 

Книга посвящена новому направлению цифровой обработки сигна-
лов, известному как «слепая обработка сигналов». Методы и алгоритмы 
слепой обработки сигналов находят свои приложения в системах связи,  
задачах цифровой обработки речи, изображений, сигналов радиолокации и 
радиоастрономии, в медицине. 

Рассмотрены вопросы теории и практического применения методов 
слепой обработки сигналов в задачах оценки каналов связи с межсимволь-
ной интерференцией, широкополосной радиолокации, компенсации иска-
жений в космических РЛС с синтезированной апертурой, задачах обработ-
ки многозональных оптических изображений. 

Описан ряд новых алгоритмов слепой обработки сигналов, в том 
числе,  основанных на использовании полиномиальных статистик случай-
ных векторов.     

Для научных работников, специалистов, занимающихся разработ-
кой радиотехнических систем различного назначения, цифровой обработ-
кой сигналов и изображений. Может быть полезна аспирантам и студен-
там, интересующимся новыми направлениями ЦОС и её приложениями. 
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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Задачу слепой обработки сигналов (СОС) можно определить как 
цифровую обработку сигналов, прошедших через канал с неизвестными 
характеристиками на фоне шумов.  

Подобные задачи возникают в различных приложениях цифровой 
обработки сигналов и изображений. Это цифровая связь, радиолокация, 
радионавигация, радиоастрономия, распознавание речи, обработка изо-
бражений, медицина и т.п.  

Исторически, решение этих задач строились в рамках специфиче-
ских условий конкретных приложений. По мере накопления результатов в 
последние годы создались предпосылки для построения систематической 
теории решения «слепой проблемы».  

Настоящая книга, пожалуй, первая попытка систематического из-
ложения современной теории и практики слепой обработки сигналов на 
русском языке.  

Основные методы СОС представленные в монографии отражают 
область научных интересов и результаты автора, полученные в последние 
годы. Среди них следует отметить новый подход к решению задач СОС на 
основе полиномиальных статистик, разработанный автором на основе объ-
единения методов теории вероятностей и алгебраической геометрии.  

Несмотря на то, что основные приложения СОС, рассматриваемые в 
данной книге, это цифровая связь по каналам с рассеянием и замираниями, 
космическая радиолокация с синтезированием апертуры, обработка много-
спектральных изображений, предлагаемые методы универсальны, и могут 
быть применены в любых других приложениях СОС. 

Автор выражает глубокую благодарность своему научному руково-
дителю проф. Д.Д. Кловскому за многолетнюю, отеческую поддержку, а 
также ряд полезных замечаний и советов высказанных при рецензирова-
нии монографии.  

Автор благодарен рецензенту книги проф. С.М. Широкову за выска-
занные замечания, советы и интересные дискуссии по теме монографии.  

Автор выражает глубокую признательность руководству Поволж-
ской государственной академии телекоммуникаций и информатики 
(ПГАТИ), всячески способствовавшему научной работе автора и выходу 
монографии.  
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Глава 1.  

ЗАДАЧИ И ОСНОВНЫЕ ПРИЛОЖЕНИЯ СЛЕПОЙ 
ОБРАБОТКИ СИГНАЛОВ   

1.1. Обобщенная формулировка проблемы  

Слепая обработка сигналов (СОС) (blind signal processing) это отно-
сительно новая технология цифровой обработки сигналов (ЦОС), полу-
чившая свое развитие в течение последних 10-15 лет. Методы и алгоритмы 
слепой обработки находят свои приложения в системах связи, в задачах 
цифровой обработки речи, изображений, сигналов радиолокации и радио-
астрономии. 

В общем виде задачу слепой обработки можно сформулировать как 
цифровую обработку неизвестных сигналов, прошедших линейный канал с 
неизвестными характеристиками на фоне аддитивных шумов. 

 

Векторный 
канал 

H 

x y 

v 

Область неопределенности Область наблюдения 

 
Рис.1.1.  «Слепая» проблема оценивания канала. 

 
Подобные задачи возникают в различных приложениях цифровой 

обработки сигналов и изображений, поэтому достаточно часто решение 
этих задач строились на учете специфики конкретного приложения. По 
мере накопления результатов в последние годы создались предпосылки 
для построения систематической теории решения «слепой проблемы».   

Различают два основных типа задач слепой обработки сигналов: 
слепая идентификация канала (оценка неизвестной импульсной характери-
стики или передаточной функции), слепое выравнивание (или коррекция) 
канала (непосредственная оценка информационного сигнала). В обоих 
случаях для обработки доступны только реализации входного сигнала 
приемного устройства.  

В случае слепой идентификации оценка импульсной характеристи-
ки может далее использоваться для оценки информационной последова-
тельности, т.е. является первым этапом слепого выравнивания. 
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Задачи слепой обработки предполагают широкий класс моделей для 
описания наблюдаемых сигналов. В наиболее общем случае непрерывная 
модель системы описывается следующим выражением: 

( ) ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

+= tdtt vxHy τττ, ,                                      (1.1) 

где: ( )ty  - наблюдаемый векторный сигнал со значениями в mC , 

( )τ,tH  - nm×  неизвестная матрица импульсных характеристик (ИХ) с 

элементами ( ){ }τjih , ; ( )tv - аддитивная помеха (векторный случайный про-

цесс со значениями в mC , как правило с независимыми компонентами); 

( )τx - неизвестный информационный сигнал со значениями в nC .  

Системы, описываемые выражением (1.1) называют системами с 
множественным входом и множественным выходом (в англоязычной ли-
тературе Multiple-Input Multiple-Output или MIMO).  

В частном случае, когда ( ) ( )ττ −= tt HH ,  мы имеем случай стацио-

нарной системы, при этом (1.1) имеет вид: 

( ) ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

+−= tdtt vxHy τττ ,                                  (1.2) 

 
Если компоненты матрицы ( )τH  имеют вид ( ){ }τδjih , , мы получаем 

модель, используемую в задачах слепого разделения источников (Blind 
Source Separation или BSS): 

( ) ( ) ( )ttt vxHy +⋅= ,   (1.3) 

где: H  - nm×  неизвестная, комплексная, т.н. «смешивающая» мат-
рица с элементами { }jih , ; ( )τx - неизвестные сигналы.  

В частном случае, когда сигналы источников являются реализация-
ми стационарных, статистически независимы друг от друга случайных 
процессов, мы имеем задачу, которую в последние годы все чаще называ-
ют анализом независимых компонент [18] (АНК).  

При этом модель, используемую в анализе независимых компонент, 
часто представляют в виде: 

vxHy +⋅= ,                                      (1.4) 

где: y  и v  - случайные вектора, x  - случайный вектор с независи-

мыми компонентами, H  - детерминированная неизвестная матрица. 
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Задача АНК формулируется как задача поиска такой проекции век-
тора y  на линейное пространство векторов x  компоненты, которой стати-

стически независимы. При этом доступна только некоторая выборка слу-
чайного вектора y  и известна статистика шумового вектора v .  

АНК является некоторым развитием хорошо известного в статисти-
ке метода принципиальных компонент, где вместо более сильного свойст-
ва статистической независимости используется свойство некоррелирован-
ности. 

Если в (1.2) 1=n  и 1>m , то модель системы может быть описана 
более простым выражением: 

( ) ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

+−= tdxtt vhy τττ ,                    (1.5) 

где ( )τh  - неизвестная импульсная характеристика m -мерного ка-

нала; ( )τx - неизвестный комплексный информационный сигнал со значе-

ниями в С .  
Системы, описываемые моделями вида (1.5) называют системами с 

одним входом и множественным выходом (Single-Input Multiple-Output 
или SIMO). 

В случае, если  1=n  и 1=m , то мы имеем модель системы с одним 
входом и выходом (Single-Input Single-Output или SISO): 

( ) ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

+−= tvdxthty τττ .                                 (1.6) 

Задачи слепой идентификации канала на основе моделей (1.5) и 
(1.6) далее мы будем называть задачами стационарной слепой идентифи-
кации векторного и скалярного канала соответственно. 

Под идентифицируемостью системы вслепую понимается возмож-
ность восстановления импульсной характеристики системы с точностью 
до комплексного множителя только по выходным сигналам.  

С первого взгляда подобная задача может показаться некорректной, 
однако это не так, если слепое оценивание канала опирается на использо-
вание структуры канала или известные свойства его входа. Естественно, 
что в свою очередь подобные свойства зависят от особенностей конкрет-
ного приложения методов слепой идентификации. 

 
1.2. Основные приложения и модели СОС 

 
Существующие и потенциальные области применения технологий 

СОС можно классифицировать следующим образом: 
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• Системы передачи информации  
o системы цифровой коротковолновой связи 
o сети и системы мобильной связи 
o цифровое телевидение 
o хаотические системы связи 
o системы радиоразведки, несанкционированного доступа, 

радиоконтроля цифровых систем передачи информации. 
• Радиолокация 

o сверхширокополосная радиолокация 
o космические радиолокаторы дистанционного зондирова-

ния Земли  
o радиолокационные системы контроля космического про-

странства 
• Другие приложения СОС 

o компенсация искажений в системах формирования и об-
работки изображений 

o компенсация искажений в системах распознавания речи  
o цифровая обработка сигналов в медицинской технике 
o технологии обработки сигналов в задачах геологии   

 
1.2.1. СОС в системах связи 
В практике цифровых систем связи, рассчитанных на высокоскоро-

стную передачу через каналы с различного вида рассеянием, ИХ канала, 
как правило, не известна с достаточной точностью для возможности син-
теза оптимальных  модуляторов и демодуляторов.  

Например, при цифровой связи по коммутируемым телефонным се-
тям ИХ канала связи меняется каждый раз при наборе нового номера, т.к. 
маршрут по каналу каждый раз различен. Это пример стационарного про-
водного канала, характеристики которого просто не известны априори 
[16]. 

В радиоканалах ИХ  нестационарны в основном вследствие много-
лучевого распространения радиоволн на трассе передатчик – приемник, 
эффектов рефракции и дифракции широкополосных радиосигналов в тро-
посферных и ионосферных слоях.  

К числу таких каналов относятся каналы ионосферной радиосвязи в 
диапазоне частот 3 – 30 МГц, каналы радиосвязи с тропосферным рассея-
нием в диапазоне частот 300 – 3000 МГц и в полосе частот 3000 – 30000 
МГц, каналы космической связи с ионосферным рассеянием в диапазоне 
частот 30 – 300 МГц [16].  

В системах подвижной связи в диапазоне от 1000 – 2000 МГц мно-
голучевой характер распространения сигнала вызван в основном переот-
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ражениями радиоволн от зданий и сооружений, особенностей рельефа. 
Подобные эффекты возникают и в подводных акустических каналах. 

В системах цифровой транкинговой связи, использующих TDMA, 
системах удаленного радиодоступа, локальных офисных радиосетях кана-
лы также характеризуются существенным временным рассеянием. 

Тенденции развития современных систем связи характеризуются 
все более ужесточающимися требованиями к максимальному использова-
нию объема канала.   

В системах последовательной передачи дискретных сообщений по 
каналам, характеризующимся возникновением эффекта межсимвольной 
интерференции, компенсация рассеяния с помощью тестирования канала 
испытательным импульсом - это ключевая технология реализации эква-
лайзеров различного типа [16].  

Однако время (от 20% до 50%), затрачиваемое на тестирование ка-
нала, все более привлекательный ресурс для модернизации стандартов 
TDMA, особенно в системах подвижной связи (например, в стандарте 
GSM примерно 18% информационного кадра используется для передачи 
испытательного импульса).  

Еще один пример, это компьютерные сети, где связь между терми-
налами и центральным компьютером устанавливается в асинхронном ре-
жиме так, что в некоторых случаях, обучение приемника невозможно. 

Альтернативой тестированию канала в этих системах является ис-
пользование методов слепой обработки сигналов. 

Модель системы передачи дискретных сообщений с учетом рассея-
ния в канале может быть представлена в виде следующего выражения [78]: 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∑
+∞

∞−

+∞=

−∞=

+⋅−⋅= tvdanTsthty
n

n

nk τττ ,,   (1.7) 

где: ( )ty  - сигнал в приемнике; { }na  - последовательность инфор-

мационных символов  алфавита { }Mk aaaA ,...,,...,1= ; ( )kk as ,τ  - канальный 

сигнал, соответствующий k-му символу; ( )th ,τ  - импульсная характери-

стика канала связи; ( )tv - аддитивная помеха, T - тактовый интервал. Для 

линейной цифровой модуляции (1.7) можно преобразовать к виду (1.8).   

( ) ( ) ( ) ( )∫∑
+∞

∞−

+∞=

−∞=

+⋅−⋅= tvdnTsthaty
n

n

n τττ 0, .  (1.8) 

Для каналов с медленными временными замираниями справедливо 
следующее упрощение:  
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( ) ( ) ( ) ( )∫∑
+∞

∞−

+∞=

−∞=

+⋅−⋅−= tvdnTsthaty
n

n

n τττ 0 .                 (1.9) 

В различных случаях априорной параметрической и структурной 
неопределенности модель канала содержит ряд параметров и/или функций 
неизвестных на приемной стороне.  

Неопределенность в рассматриваемом контексте  может возникать 
не только вследствие прохождения информационных сигналов систем пе-
редачи через неизвестный искажающий канал, но и в случаях неизвестной 
структуры и параметров тестовых сигналов, используемых в системе пере-
дачи. Подобная проблема может возникнуть в задачах радиоразведки или 
радиоконтроля.  

В случае «полной» непараметрической неопределенности относи-
тельно импульсной характеристики канала и канального сигнала  мы име-
ем дискретно-временную модель системы передачи в виде (1.10), соответ-
ствующую модели с одним входом и выходом (1.6): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
−

=
= +−==

1

0

L

n
lTt lvlnxnhtyly ,  (1.10) 

где: ( )lx  - неизвестная информационная последовательность, опи-

сываемая той или иной статистической моделью, ( )lh  - неизвестная им-

пульсная характеристика сквозного дискретного канала системы передачи, 
L  - память канала, ( )lv  - неограниченная последовательность статистиче-

ски независимых, произвольно «окрашенных» отсчетов шума. 
Импульсная характеристика сквозного канала может рассматри-

ваться как детерминированная, так и случайная функция. Когда канал ста-
ционарный, выходная последовательность стационарна в дискретном вре-
мени. Для линейных, постоянных во времени, детерминированных кана-
лов, когда частота дискретизации выше скорости передачи символов  
(обычно в целое число m  раз),  дискретизированный сигнал является цик-
лостационарным, или, что эквивалентно, может быть представлен как век-
тор стационарной последовательности, лежащий в основе модели с одним 
входом и множественным выходом (1.5), где мы складываем в стек m  - 
последовательность входных отсчетов, в течение приема очередного вход-
ного символа.  

Тогда дискретно-временная модель системы передачи может быть 
представлена в виде: 

( ) ( ) ( ) ( )∑
−

=

+−=
1

0

L

n

llnxnl vhy    (1.11) 
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В этом выражении ( )ly  и ( )nh  m -мерные вектора сигнала в прием-

нике и импульсной характеристики.  
Другой случай, описываемый моделью векторного канала (1.11) 

возникает в случае пространственного разнесения нескольких приемных 
антенн (разнесенный прием). 

В последние годы большой интерес исследователей в области связи 
вызывает возможность использования шумовых сигналов. По некоторым 
оценкам подобные системы могут обеспечить скорости передачи в радио-
канале до 1 Гбит/с (сегодня экспериментально достигнутый уровень ско-
рости передачи составляет десятки Мбит/с).  

Основная идея здесь, это использование шумового (хаотического) 
сигнала в качестве несущего колебания системы передачи информации 
(т.н. прямохаотические системы связи [31]).  

Информация вводится в хаотический сигнал с помощью амплитуд-
ной модуляции шумового сигнала или путем изменением параметров ис-
точника детерминированного хаоса. Поэтому использование специального 
тестового сигнала в этих системах становится нецелесообразным. В тоже 
же время, использование шумового сигнала в качестве несущего колеба-
ния создает широкие возможности применения в этих системах как детер-
минированных, так и статистических методов слепой идентификации.   

Впервые алгоритм прямого слепого выравнивания канала связи в 
цифровых системах с амплитудной модуляцией был предложен, по-
видимому, Сато  в 1975г. [19]. Алгоритм Сато был впоследствии обобщен 
Д. Годардом в 1980г. [20] для случая комбинированной амплитудно-
фазовой модуляции (известен также как «алгоритм постоянных модулей»).  

В общем виде алгоритмы данного типа относятся к классу так назы-
ваемых стохастических градиентных алгоритмов слепого выравнивания,  
которые строятся по принципу адаптивного эквалайзера (данный класс 
алгоритмов называют также алгоритмами Базганга).  

Сигнал ошибки адаптивного эквалайзера в данном случае формиру-
ется безинерционным нелинейным преобразованием выходного сигнала, 
вид которого, зависит от используемой сигнально-кодовой конструкции 
[16]. 

Существенным, для алгоритмов данного типа, является то, что 
входные сигналы в цифровых системах связи, как правило, негауссовы, а 
влияние канала, приводящее к наложению большого числа этих сигналов, 
вследствие центральной предельной теоремы теории вероятностей, норма-
лизует наблюдаемые отсчеты сигнала в приемнике. Поэтому сигнал ошиб-
ки в этих алгоритмах чувствителен именно к этим свойствам сигналов на 
выходе эквалайзера. Отличительным достоинством данных алгоритмов 
является отсутствие требований к стационарности ИХ канала на интервале 
оценивания. Причем заметим, что абсолютное большинство алгоритмов 
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слепой идентификации и коррекции, так или иначе, требуют такой стацио-
нарности. 

Этапом в развитии методов слепой обработки сигналов в системах 
связи стало использование статистик высокого порядка для идентифика-
ции каналов, входные сигналы которых описываются моделью стационар-
ных негауссовских случайных процессов [6,16]. В рамках данных методов, 
как правило, удается найти явное решение для неизвестного канала.  

Относительно недавно понятая возможность использования стати-
стик 2-го порядка для слепой идентификации векторного канала связи 
( 1>m ) существенно приблизила перспективу внедрения технологий сле-
пой обработки в системы связи и спровоцировала целое направление работ 
последних лет [13,21], в рамках которого на сегодняшний день найдено 
целое семейство быстросходящихся алгоритмов идентификации. При этом 
для идентифицируемости канала существенно наличие хотя бы 2-х незави-
симых каналов приема. 

Использование статистик 2-го порядка для слепой идентификации 
скалярного канала ( 1=m ) возможно в целом для нестационарной модели 
входного сигнала и в частном случае периодически-коррелированного 
(циклостационарного) сигнала.  

 
 

Скалярный 
канал 

h 

y 

v g 

x 

 
Рис. 1.2. Модель нестационарного по входу канала связи. 

 
Возможность слепой идентификации в случае циклостационарности 

сигнала на выходе была показана в [22], для принудительной циклоста-
ционарной модуляции сигнала на входе в [23] (Рис.1.2), в общем случае 
для нестационарного входа в [17]. 

Дискретно-временная модель широкого класса систем передачи 
дискретных сообщений может быть записана в виде: 

1,...,0          ,
1

0

−== ∑
−

=
++ 8kxghy

L

l

klkllk ,                      (1.12) 

где: 1,...,0, −= Llhl  - импульсная характеристика канала связи; 

2,...,0, −+= L8igi  -  модулирующая последовательность; 

2,...,0, −+= L8ixi  - информационная последовательность. В зависимости 
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от вида модулирующей последовательности мы можем получить различ-
ные структуры передаваемых сигналов (Рис.1.3). 

 
 … 1 M 

a) 

б) 

в) 

г) 

g 

L 

2L 

 
Рис.1.3. Входные сигналы системы передачи: а) стационарная последова-

тельность; б) последовательность с пассивной паузой; в) последовательность 
с активной паузой; г) последовательность с циклостационарной модуляцией 

общего вида.    

Системы с модулирующими последовательностями, показанными 
на Рис.1.3.б,в,г относятся к классу систем с нестационарным входом. На-
личие такого типа нестационарности в входных сигналов уже является 
достаточным условием для идентифицируемости канала связи вслепую.  

При этом в  системах с активной паузой (системы с испытательным 
импульсом) на тестирование канала тратится максимальное время. В тоже 
время в системах с циклостационарной модуляцией общего вида 
(Рис.1.3.г), как и в системах со стационарным входом мы не тратим время 
на тестирование неизвестного канала связи.  

 
1.2.2. СОС в радиолокации 
В современной радиолокации использование для зондирования все 

более широкополосных электромагнитных импульсов напрямую связано с 
увеличением временной разрешающей способности и, следовательно, ин-
формативности этих систем.  

Однако влияние тракта и среды распространения радиоволн возрас-
тает пропорционально полосе частот используемых сигналов, что часто 
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приводит к потере когерентности системы. Особенно этот эффект сущест-
венен для  сверхширокополосной радиолокации. 

Задачу слепой обработки сигналов в данном случае можно сформу-
лировать как проблему оптимального когерентного приема неизвестных 
сигналов отраженных от протяженного объекта конечных размеров.  

Такая проблема возникает в частности при активной радиолокации 
космических объектов через атмосферу Земли. РЛС подобного типа ис-
пользуются сегодня не только в системах противовоздушной, противора-
кетной и космической обороны, системах предупреждения о ракетном на-
падении, но и в задачах контроля за космическим «мусором», который за 
40 лет космической эры заполняя околоземное космическое пространство, 
создает все большие проблемы для космической деятельности человечест-
ва. 

 

Ионосфера 

 
Рис.1.4. Радиолокация космических объектов через ионосферу Земли. 

 
В этом случае пачка зондирующих сигналов РЛС, проходя туда и 

обратно через атмосферу (см. Рис.1.4) получает искажения, вызванные 
частотной зависимостью коэффициента преломления  ионосферы и поля-
ризационной дисперсией, возникающей вследствие эффекта Фарадея. 
Масштабы влияния данного эффекта рассмотрены в [32]. В соответствии с 
этими данными существенные дисперсионные искажения радиосигнала 
возникают уже в S диапазоне и быстро возрастают при увеличении полосы 
частот и длины волны.   
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В большинстве случаев модель сигнала РЛС, отраженного от про-
странственно распределенной цели можно представить в виде: 

( ) ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

+−−= tvdnnTthtyn ττξτ ,                       (1.13) 

где: ( )tyn  - последовательность отраженных импульсов; ( )n,τξ  - 

коэффициент обратного рассеяния лоцируемого объекта; ( )th  - искажен-

ный зондирующий импульс РЛС.  
Коэффициент обратного рассеяния зависит от структуры и геомет-

рии объекта, ориентации объекта и РЛС, их относительного движения, 
параметров зондирующего сигнала. Эта информация может быть исполь-
зована для решения задач распознавания радиолокационного объекта и 
получения данных об его форме [25,26]. 

Геометрическую структуру радиолокационного объекта можно вос-
становить при достаточно большом пространственном разнесении прием-
ников РЛС (радиолокационной базе) [27,28]. В этом случае реализуется 
возможность получения  многоракурсных проекций, и задача сводится к 
использованию томографических методов [29].  

В случае локации объекта из одной точки пространства распознава-
ние объекта может быть осуществлено по временным, поляризационным 
или время-частотным портретам радиолокационной цели (сигнатурам).  

Во всех этих задачах для восстановления коэффициента обратного 
рассеяния мы должны точно знать форму зондирующего импульса РЛС. В 
тоже время при распространении зондирующего импульса его форма ме-
няется при прохождении через атмосферу [30] и приёмный тракт.  

В этом случае для восстановления коэффициента обратного рассея-
ния лоцируемого объекта мы имеем задачу слепой идентификации скаляр-
ного или векторного радиолокационного канала. Причем в отличии от 
приложений слепой идентификации в системах связи, где практически 
всегда можно использовать технику испытательных импульсов для иден-
тификации неизвестного канала, в радиолокации подобный подход прак-
тически невозможен.  

Радиолокация поверхности Земли с летательных аппаратов с помо-
щью радиолокаторов с синтезированной апертурой (РСА) за последние 30 
лет прошла путь от единичных научных экспериментов до устойчиво раз-
вивающейся отрасли дистанционного зондирования Земли (ДЗЗ) [33].  

От применения этих систем научное сообщество ожидает в бли-
жайшем будущем существенного прогресса в решении таких глобальных 
проблем, как предсказание землетрясений и извержений вулканов, пони-
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мания процессов глобального изменения климата и в науке о Земле в це-
лом.  

Помимо научного назначения эти системы сегодня являются уни-
кальным инструментом при решении таких практических задач, как кон-
троль чрезвычайных ситуаций, экологический мониторинг, картография, 
сельское хозяйство, мореплавание во льдах и прочее. Следует также отме-
тить, что эти системы являются одним из эффективных инструментов кон-
троля за выполнением договоров по разоружению.  

Расширение областей применения РСА стимулирует постоянный 
рост требований к их пространственному разрешению, а также освоению 
новых частотных диапазонов.  

При этом становится все более значимым эффект деградации про-
странственного разрешения  радиолокационных изображений (расфокуси-
ровка), который возникает в этих системах вследствие погрешности траек-
торных измерений, влияния среды распространения, движения цели. 

Задача автоматической фокусировки изображений радиолокаторов с 
синтезированной апертурой впервые стала актуальной в связи с повыше-
нием пространственного разрешения авиационных РСА до уровня единиц 
метров в конце 80-х и первой половине 90-х годов. Проблема была вызва-
на тем, что навигационные системы самолета не могли с необходимой 
точностью обеспечить измерение траектории перемещения фазового цен-
тра антенны РСА, что является необходимым условием получения высоко-
го пространственного разрешения [34]. 
 

  
Рис.1.5. Радиолокационное изображение авиационной РСА L – диапазона 

«МАРС» (ЦРМ ДЗЗ им. А.И. Калмыкова, г. Харьков, Украина) дефокусиро-
ванное изображение слева, фокусированное изображение справа. 

Если параметры относительного движения объекта и РЛС известны 
то, используя методы прямого или обращенного синтеза апертуры воз-
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можно построение радиолокационного изображения объекта. В этом слу-
чае модель отраженного сигнала может быть представлена в виде: 

( ) ( ) ( )
( )

( )τσθσθξσθττ
τ

,,,,,,

,

tvddthty

tD

+= ∫∫                       (1.14) 

где: ( )σθξ ,  - комплексный коэффициент отражения подстилающей 

поверхности; ( )σθτ ,,,th  - пространственно-временной сигнал РЛС с син-

тезированной апертурой, отраженный точечной целью (импульсная харак-
теристика радиолокационного канала); σθ ,  -   координаты элемента под-
стилающей поверхности (азимут, дальность); τ,t  - временные координаты 
двумерного отраженного сигнала. 

В системах, использующих методы обращенного синтеза апертуры, 
телескопических РСА размер области интегрирования ( )τ,tD  значительно 
больше  размера объекта в плоскости τ,t  модель сигнала (1.14) можно 
представить в виде двумерной свертки: 

( ) ( ) ( ) ( )τσθσθξστθτ ,,,, tvddthty

D

+−−= ∫∫                    (1.15) 

Качественно, процесс формирования радиолокационных изображе-
ний в РСА показан на Рис.1.5. 

 
 

 
Рис.1.6. Формирование изображения в РСА. 

 
В целом задача формирования радиолокационных изображений от-

носится к классу обратных задач. Неопределенность относительно одного 
или нескольких параметров псевдообратного или регуляризирующего опе-

ратора 1−H  и составляет существо проблемы параметрической фокуси-
ровки радиоизображений [35]. 

В такой постановке проблема в большинстве случаев была успешно 
решена разработкой алгоритмов цифровой автофокусировки изображений 
РСА.  

Широко известны две основных группы алгоритмов автофокуси-
ровки, это: алгоритмы, основанные на использовании критерия качества в 
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виде локальных статистик РСА изображений и алгоритмы, использующие 
корреляционные свойства расфокусированных изображений [35,36].  

В большинстве случаев, эти алгоритмы обеспечивают достижение 
заданного уровня разрешения, однако, в случае, когда РСА устанавливает-
ся на летательных аппаратах легкого класса (малая авиация, вертолеты, 
беспилотные самолеты), вариации параметров фокусировки становятся 
сравнимы с интервалом синтеза апертуры. В этом случае получение задан-
ного уровня разрешения требует использования более адекватных моделей 
траекторного сигнала и более эффективных алгоритмов автофокусировки. 

В отличие от задачи параметрической фокусировки, когда неизвест-
ны один или несколько параметров траекторного сигнала; в задаче непа-
раметрической фокусировки приходится восстанавливать неизвестный 

оператор 1−H  в целом [35].  
Задача непараметрической фокусировки (слепой идентификации) 

возникает в основном вследствие эффектов распространения сигналов 
РСА в атмосфере [37] и характерна в большей степени для РСА космиче-
ского базирования и авиационных РСА, уровень пространственного раз-
решения которых достигает единиц сантиметров и требует использования 
сверхширокополосных сигналов. 

 
1.2.3. Слепая обработка изображений 
Коррекция линейных искажений изображений различного происхо-

ждения (оптических, акустических, рентгеновских, инфракрасных) это 
задача восстановления двумерного, пространственно ограниченного, неот-
рицательного сигнала [39], искаженного линейным оператором. 

Модель такого сигнала также может быть описана выражениями 
(1.14) или (1.15) с учетом того, что ( )τ,ty  и ( )σθξ ,  положительные, про-

странственно ограниченные функции. В тех случаях, когда изображение 
формируется как интенсивность поля некоторого когерентного источника, 
модель такого изображения может быть представлена в виде: 

 ( ) ( ) ( ) ( )τσθσθστθτ ,,,, tvddxthty

D

+−−= ∫∫                 (1.16) 

Источники линейных искажений это, например дефокусировка объ-
ектива оптической системы формирования изображения, скоростной сдвиг 
(смаз) изображения вследствие движения объекта в процессе экспозиции, 
различного рода дифракционные ограничения (т.е. ограничение простран-
ственного спектра изображения регистрирующим устройством), влияние 
среды распространения (например, атмосферная турбулентность). 

Часто исследователю известна форма импульсной характеристики 
искажающего изображение канала [39], тогда коррекция изображения мо-
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жет быть осуществлена линейным оптимальным или субоптимальным 
фильтром, построенным в соответствии с той или иной стратегией регуля-
ризации [40]. 

Слепая коррекция изображений (blind image deconvolution) задача,  
возникающая в случае отсутствия априорной информации об ИХ канала 
формирования. 

Особенно актуальна задача слепой коррекции линейных искажений 
изображений в задачах дистанционного зондирования Земли, астрономии, 
медицине. 

Возможности слепой идентификации скалярных двумерных каналов  
несколько шире, чем одномерных. Это обстоятельство не раз отмечалось в 
литературе [41] и исторически привело к более интенсивному внедрению 
методов слепой обработки в данном случае. 

Хорошо известно, например, что ковариационные функции стацио-
нарного процесса на выходе линейной системы не содержат информации о 
фазе её передаточной функции, и слепая идентификация канала по модулю 
передаточной функции возможна только для узкого класса систем с мини-
мальной фазой. 

Интересно, что для дискретных случайных полей это, вообще гово-
ря, не так. Т.е. для двумерных дискретных сигналов возможности восста-
новления фазы по модулю передаточной функции значительно шире. Этот 
несколько неожиданный результат был получен методом математического 
моделирования Фьенапом в 1978г. (см. обзор [42]).  

Объяснение этому факту заключается в том, что в кольце полино-
мов от двух и более переменных над полем комплексных чисел существу-
ет достаточно мощное множество неприводимых полиномов в отличие от 
кольца полиномов от одной переменной где, как известно, не существует 
неприводимых полиномов, степень которых больше 1. 

Поэтому если двумерный дискретный сигнал имеет z -
преобразование, неразложимое на более простые множители, то очевидно 
используя единственность факторизации многочлена на неприводимые 
множители мы можем восстановить дискретный сигнал по его автокорре-
ляции или что эквивалентно по его амплитудному спектру [43]. 

Естественно, что данное свойство двумерных сигналов можно ис-
пользовать и для решения задачи детерминированной слепой идентифика-
ции канала формирования изображения [44].  

Рассмотрим модель двумерной дискретной свертки: 

( ) ( ) ( )∑∑ −−=
l n

nlxnmlkhmky ,,,                            (1.17) 

Это же соотношение может быть записано в виде произведения по-
линомов кольца [ ]21, zzС : 
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( ) ( ) ( )212121 ,,, zzxzzhzzy =                                   (1.18) 

где:  

( ) ( ) nl

l n

zznlyzzy 2121 ,, ∑∑= ; ( ) ( ) nl

l n

zznlhzzh 2121 ,, ∑∑= ; 

( ) ( ) nl

l n

zznlxzzx 2121 ,, ∑∑=  

Если полиномы ( )21, zzh  и ( )21, zzx  неприводимы в кольце 

[ ]21, zzС , то факторизуя ( )21, zzy  мы решаем проблему слепой идентифи-

кации. 
Конечно, практическое применение подобного подхода существен-

но ограничено сложностью процедуры факторизации полиномов от мно-
гих переменных и наличием шума.  

Алгоритм, имеющий некоторое практическое значение и основан-
ный на свойстве неприводимости полиномов (1.18) известен как алгоритм 
«нулевого листа»  был предложен в [45]. Алгоритм использует свойства 
поверхностей, точки которых являются корнями полиномов канала и ис-
тинного изображения. Концептуально близкий алгоритм был предложен в 
[46]. 

Дополнительным некоторым ограничением области применения 
данного подхода является использование предположения о пространст-
венной ограниченности сигналов. 

Помимо свойств z -преобразований от сигналов конечной протя-
женности для слепой идентификации используются также неотрицатель-
ность истинного изображения, различные параметрические модели (см. 
обзор [47]). 

 
1.2.4. Другие приложения СОС 
В последние годы наблюдается бурное развитие биомедицинских 

компьютерных технологий. Возможности цифровой обработки электро-
кардиограмм, энцефалограмм,  электромиограмм, магнитоэнцефалограмм 
существенно расширили возможности диагностики широкого класса забо-
леваний.  

Особенностью применения данных методов является необходи-
мость разделения сигналов изучаемых органов от шумов различного про-
исхождения и мешающих сигналов (например, разделение кардиограмм 
матери и ребенка).  

В этих технологиях находят своё прямое применение методы слепо-
го разделения источников и анализа независимых компонент. Модели на-
блюдаемых сигналов, используемые в этих приложениях, описываются 
выражениями (1.2) и (1.3) [144]. 
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Проблема распознавания речи ключевая задача во многих областях 
робототехники и кибернетики. Технологии распознавания речи могут ис-
пользоваться для управления действием различного рода машин и меха-
низмов, ввода и поиска данных в компьютере и т.п.  

В системе регистрации звуковой информации, доступный для рас-
познавания сигнал это свёртка первоначального речевого сигнала и им-
пульсной характеристики датчика и окружающей среды.  

При этом параметры датчика также как и параметры среды изменя-
ются чрезвычайно. Телефонные трубки различаются по степеням искаже-
ния, спектрального состава и уровня сигнала. Микрофоны изготовляются 
разнообразными способами и расположены в различных позициях теле-
фонной трубки, с отверстиями различных размеров, расположены в раз-
личных точках в пределах звукового поля вокруг рта. Устройство распо-
знавания, которое хорошо подходит для одного специфического датчика в 
одной специфической среде, могло бы работать очень плохо в других ус-
ловиях. Поэтому, желательно чтобы эти параметры не влияли на работу 
алгоритма распознавания. Слепая идентификация используется в данной 
задаче для восстановления первоначального речевого сигнала [48,144]. 

Борьба с реверберацией необходима, в тех случаях, когда первона-
чальный речевой сигнал искажён акустикой окружающей среды, т.к. аку-
стика окружающей среды зависит от геометрии и материалов комнаты и 
местоположения микрофона. 

Так как первоначальный речевой сигнал неразличим и акустика ок-
ружающей среды  неизвестна, слепая идентификация может использовать-
ся в адаптивной борьбе с реверберацией. 

Одной из показательных задач иллюстрирующих проблематику 
слепого разделения независимых источников является т.н. проблема раз-
деления нужного разговора на фоне других говорящих людей, музыки, 
посторонних шумов (cocktail party problem). Мы можем заметить, что наш 
мозг легко с этим справляется, в тоже время, для компьютера это очень 
сложная задача. 

Прикладное значение эта проблема имеет для разработки адаптив-
ных систем прослушивания при записи звуковой информации на несколь-
ко микрофонов, установленных в помещении. 

В задачах геологии, сейсмологических исследованиях используются 
технологии регистрации сигналов источников механических колебаний 
как искусственного происхождения (закладка в шурф динамита), так и ес-
тественного (землетрясение). Эти сигналы используются для оценки ко-
эффициентов отражения различных пластов земной коры.  

Слепая проблема возникает здесь вследствие непредсказуемости и 
соответственно неопределенности формы возбуждающего импульса [144]. 
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Глава 2.  

ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ СЛЕПОЙ ИДЕНТИФИКАЦИИ 

2.1. Идентифицируемость векторного канала 

Рассмотрим задачу слепой идентификации векторного канала, т.е. 
канала со скалярным входом и векторным выходом. Условия слепой иден-
тифицируемости канала обычно формулируются в отсутствии шумов.  

При этом различают задачи статистической и детерминированной 
идентификации, имея в виду модель  информационной последовательно-
сти.  

С практической точки зрения это означает, что в случае детермини-
рованной идентификации нам доступны одна или крайне ограниченное 
количество реализаций входного сигнала, для статистической идентифи-
кации мы имеем в принципе неограниченную выборку. 

Под идентифицируемостью системы вслепую понимается возмож-
ность восстановления передаточной функции и/или импульсной характе-
ристики канала с точностью до комплексного множителя только по вы-
ходным сигналам. 

Пусть идентифицируемый канал описывается следующими выра-
жениями: 

( )( ) ( ) ( ).
1

0
∑
−

=
+=

L

i

li
k

i
k

l zxhzy    (2.1) 

В этом выражении: ( )( )zy
k

l  - полином степени ( )1−t над полем ком-

плексных чисел, образованный блоком из t отсчетов на выходе k -го кана-
ла, Mk ,...,1= , 1,...,0 −= 8l - номер блока выходных отсчетов; 

{ }MLLL ,...,max 1= - максимальная длина векторного канала; ( )zxl  - поли-

ном степени ( )1−t  над полем комплексных чисел, образованный блоком 

из t информационных отсчетов на входе канала. 
Наша задача найти условия, которым должны удовлетворять ин-

формационная последовательность и отсчеты векторного канала, при вы-

полнении которых набор полиномов  ( )( ) ( )( ){ }zyzy
M

ll ,...,1  кольца [ ]zC , 

1,...,0 −= 8l   однозначно характеризует коэффициенты канала 
( ) ( ) ( ) ( )M

L
M

L hhhh 10
1

1
1

0 ,...,,...,,..., −−    и коэффициенты информационной последова-

тельности. 
Пример 1. Пусть 2=M  и пусть известно, что 2=L .  
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а) Если ( ) ( )0,0,2,01 −=y , ( ) ( )2,2,0,22 −=y то задача слепой идентифи-

кации имеет единственное решение ( ) ( )1,11 =h , ( ) ( )1,12 −=h  и 

( )1,1,11,1 −−−=x . 

б) Если ( ) ( )0,2,0,21 −=y , ( ) ( )2,0,2,02 −=y , то задача слепой иденти-

фикации имеет, по крайней мере, два решения 1) ( ) ( )1,11 =h , ( ) ( )1,12 −=h  и 

( )1,1,11,1 −−=x , 2) ( ) ( )1,11 −=h , ( ) ( )1,12 −−=h  и ( )1,1,11,1 −−=x . 

Заметим, что если бы мы знали информационную последователь-
ность, т.е. решали задачу классической идентификации, то в обоих случаях 
имелось бы единственное решение для канала.  

Действительно пусть ( ) ( ) ( )( )k
8

kk yy 10 ,..., −=y , тогда: 

 ( ) ( ) ( )k
H

k L hXy = ,                                        ( 2.2) 

где: ( ) ( ) ( )( )k
L

kk hh 10 ,..., −=h , ( )LHX  - ганкелева матрица, составленная 

из отсчетов информационной последовательности. Тогда известна сле-
дующая теорема [3], являющиеся прямым следствием  теоремы Кронекера-
Капелли. 

 
Теорема 1.  Для идентифицируемости скалярного канала по извест-
ной информационной последовательности для любых значений 

( )10 ,..., −= Lhhh  необходимо и достаточно, чтобы ( )( ) LLrank H ≥X . 

 
Очевидно, что данная теорема устанавливает также необходимое 

условие для слепой идентификации. 
В рассмотренном примере ( )( ) 22 =Hrank X  и соответственно имеет-

ся единственное нормальное решение для каждого канала при известном 
входе. 

Однако как это видно из примера задача слепой идентификации 
требует значительно более жестких ограничений на информационную по-
следовательность, чем задача классической идентификации. 

Рассмотрим случай детерминированной идентификации векторного 
канала для  2=M  в полиномиальной интерпретации. 

 Анализируя структуру преобразования (2.1) легко заметить, что ес-
ли L8 = , то справедливо следующее соотношение: 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) 0
1

0

12
1

0

21 =−∑∑
−

=

−

=

L

l

ll

L

l

ll hzyhzy .   (2.3) 
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  В этом уравнении L2  неизвестных ( ) ( ) ( ) ( )2
1

2
0

1
1

1
0 ,...,,,..., −− LL hhhh . Выбе-

рем L2  различных значений формальной переменной Lzz 21,..., . Тогда 

используя (2.3) мы можем записать L2  однородных линейных уравнений 
относительной L2 неизвестных коэффициентов канала. 

В матричной форме, получим: 
( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

( )

( )
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(2.4) 
Для того, чтобы система линейных уравнений (2.4) имела единст-

венное нетривиальное решение в соответствии с теоремой Кронекера-
Капелли необходимо и достаточно чтобы ранг матрицы ( )Lzz 211 ,...,Y  был 

равен ( )12 −L . Используя формулы (2.1) матрицу системы уравнений (2.4) 

можно представит в виде: 
( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
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...0...0
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(2.5) 
Т.о. для идентифицируемости системы необходимо и достаточно, 

чтобы выполнялись два условия: 
1) ранг ( )122 −× LL  матрицы ( )Lzz 21,...,X  равен ( )12 −L , для любых 

различных Lzz 21,..., ; 

2) ранг ( )LL 212 ×−  матрицы 2,1H  равен ( )12 −L . 
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Для того чтобы матрица 2,1H  имела ранг ( )12 −L  необходимо что 

бы нашелся не равный нулю минор порядка ( )12 −L . Используя переста-

новку строк матрицу 2,1H  для случая 12 LL ≥ можно представить в виде: 

( ) ( )( )
( )

( ) ( )

( )

( )

( )
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zhzhSyl

TH .(2.6) 

Где T - матрица перестановки, ( ) ( )( )zhzhSyl 21 ,  это матрица Сильве-

стра, образованная коэффициентами полиномов ( )zh1  и ( )zh2− , которые 

соответствуют каналам ( ) ( )1
1

1
0 1

,..., −L
hh  и ( ) ( )2

1
2

0 2
,..., −L

hh . Поскольку 

( ) ( )( )( )zhzhSyl 21 ,det  равен результанту полиномов ( )zh1  и ( )zh2 , то в соот-

ветствии с известным фактом теории результантов [1] 
( ) ( )( )( ) 0,det 21 =zhzhSyl только если полиномы ( )zh1  и ( )zh2  имеют общий 

корень. Тогда если длина LL =2 , то главный минор матрицы (2.6) равен 

( ) ( ) ( )( )( )zhzhSylh
LL

L 21
12

1 ,det
1+−

− 




− , т.е. не равен нулю.  

Первое условие содержит в себе еще два ограничения которые ста-
новятся более очевидны, если представить матрицу ( )Lzz 21,...,X  в виде: 
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ΜΜΜ
   (2.6) 

Где: ( )L
L

t zz 21
2 ,...,V - матрица Вандермонда имеет ранг 12 −L  если 

12 −≥ Lt ,  ( )12 −LHX  - ганкелева матрица, составленная из отсчетов ин-

формационной последовательности.  
Линейная сложность детерминированной последовательности это 

наименьшее значение D  такое, что ( )DHX  имеет полный ранг по столб-
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цам или существуют такие не равные нулю одновременно { }jλ  для кото-

рых: 

∑
=

−−=
D

j

jiji xx

1

λ   22,..., −+= LtDi .   

Линейная сложность характеризует степень предсказуемости де-
терминированной последовательности ограниченной длины. Для того что-
бы матрица ( )12 −LHX  имела полный ранг по столбцам, линейная слож-

ность информационной последовательности должна быть больше ( )22 −L . 

Теперь мы можем объяснить пример 1. В случае а) идентификация 
возможна, т.к. линейная сложность входной последовательности равна 3, в 
случае б) несмотря на то, что каналы не имеют общих нулей, идентифика-
ция неоднозначна т.к. линейная сложность входной последовательности 
равна 2. 

Т.о. мы определили необходимые и достаточные условия иденти-
фицируемости векторного канала для случая 2=M . Сформулируем этот 
результат в виде следующей теоремы, обобщив его на случай 2>M . 

  
Теорема 2.  Для идентифицируемости детерминированного вектор-
ного канала необходимо и достаточно выполнения следующих ус-
ловий: 
1) полиномы ( ) ( )zhzh M,...,1  не должны иметь общих корней; 

2) линейная сложность информационной последовательности 
должна быть больше ( )22 −L ; 

3) длина информационной последовательности должна быть 
больше ( )34 −L  или длина вектора данных  больше ( )23 −L . 

 
Доказательство: 
Случай 2=M  был нами доказан. Докажем теперь общий случай. 
Уравнение (2.3) для любой пары образованной i -м и j -м каналом 

имеет вид:    

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) 0
1

0

1

0

=−∑∑
−

=

−

=

L

l

j
l

i
l

L

l

j
l

i
l hzyhzy ,   (2.8) 

где: Mji ,...,1, = . 

Среди этих уравнений нетривиальных и несовпадающих 
( ) 21−= MMK  для ML ⋅  неизвестных. Из них мы всегда можем сформи-

ровать дополнительные, выбирая сечения szz ,...,1  так что MLKs ⋅≥⋅ . 
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Запишем (2.8) в матричной форме, аналогично (2.4).  
Пусть: 

( )( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
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i
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i

i
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i
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i
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,..., ΜΜY , Mi ,...,1=     (2.9) 

( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
















−

−

=

=

+

s
i

s
M

s
i

s
i

si

zzzz

zzzz

zz

,...,...0,...,0...0

0...,...,,...,0...0

,...,

11

11
1

1

YY

YY

Y

ΜΟΜΜΜΜ
 (2.10) 

( )
( )

( )
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s

zz

zz

zz

,...,
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,...,

11

11

1

Y

Y

Y Μ    (2.11) 

Матрица ( )( )s
i zz ,...,1Y  имеет размер ( )Ls× , блочная матрица 

( )si zz ,...,1Y   имеет размер  ( )( )MLsiM ⋅×⋅−  и ( )szz ,...,1Y  соответственно 

( )MLsK ⋅×⋅ . 

Определим вектор ( ) ( ) ( ) ( )( )M
L

M
L

T hhhh 10
1

1
1

0 ,...,,...,,..., −−=h , тогда (2.4) 

можно записать в виде: 
( ) 0,...,1 =⋅hY szz     (2.12) 

Для однозначной идентификации необходимо и достаточно, что бы 
для любых различных чисел szz ,...,1  ранг матрицы ( )szz ,...,1Y  был равен 

( )1−⋅ LM . 

Пусть ( )iH  - тёплицева матрица вида: 

( )

( )

( ) ( )

( ) 
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−

i
L

ii
L

i

i

h

hh

h

1

01

0

0

0

ΜΟΜ

ΜΟΜ
H .   (2.13) 

Пусть:  
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( ) ( )

( ) ( ) 
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i
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ΜΟΜΜΜΜ , (2.14) 

Тогда: 

( )
( )

( )
i

s

s

iisi

zz

zz

zz H

X

X

HXY ⋅
















=⋅=
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1

1

1
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MM

szz

H

H

X

X

HXY ΜΜΟΜ .     (2.16) 

Т.к. при выполнении 2-го и 3-го условий теоремы матрица инфор-
мационной последовательности ΣX  имеет ранг 

( ) ( ){ }KLKsrank ⋅−⋅=Σ 12,minX . Тогда в соответствии с неравенством 

Фробениуса  и неравенством MLKs ⋅≥⋅  то ( )( ) ( )HY rankzzrank s ≥,...,1 . 

Очевидно, что ( ) LMrank ⋅<H , поскольку легко проверить равенство 

0=⋅hH  где 0≠h .  
Покажем, что при выполнении условия 1)  ( ) ( )1−⋅= LMrank H . 

Введем новые переменные ( ) ( ) ( ) ( )( )K
L

K
L

T vvvv 10
1

1
1

0 ,...,,...,,..., −−=v , так что 

имеют место следующие уравнения: 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
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hvhv

hvhv

hvhv

hvhv

   (2.17) 

тогда уравнение 0ˆ =hH  эквивалентно следующей системе уравнений: 
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0v
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,           (2.18) 

где L2I - единичная LL 22 ×  матрица. Условие ( ) ( )1−⋅= LMrank H  

эквивалентно условию ( ) ( )( )12 −=′ LKrank H . Проведя элементарные пре-

образования по аналогии с (2.6) легко убедиться в справедливости послед-
него утверждения, для чего необходимо и достаточно выполнение условия 
1). Теорема доказана. 

Данная теорема (впервые сформулированная по видимому в [2,5]) 
играет ключевую роль в задачах слепой детерминированной идентифика-
ции векторных каналов.  

Необходимые условия идентифицируемости, сформулированные в 
данной теореме, могут быть ослаблены. Возможно, что достаточные усло-
вия этой теоремы также могут быть ослаблены [5], но в этой области тре-
буются дальнейшие исследования. Условия теоремы по существу гаранти-
руют следующие интуитивные требования: 

1) все каналы в системе должны отличаться друг от друга, напри-
мер они не могут быть идентичны; 

2) входная последовательность должна быть достаточно сложна. 
Она не может быть нулевой, константой или одиночной сину-
соидой; 

3) в наличии должно быть достаточно отсчётов выхода.  
Сформулируем теперь важную теорему для решения задачи коррек-

ции векторного канала. 
 

Теорема 3.  Если известен ( ) ( ) ( ) ( )( )M
L

M
L

T hhhh 10
1

1
1

0 ,...,,...,,..., −−=h , то для 

однозначного решения задачи коррекции канала при любой инфор-
мационной последовательности необходимо и достаточно, чтобы 
полиномы ( ) ( )zhzh M,...,1  не имели общих корней или эквивалентно 

обобщенная матрица Сильвестра  ( ) ( )( )TM
S HHH ,...,1=  имела пол-

ный ранг по столбцам. 
 
Доказательство: 
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Пусть мы имеем L  выходных блоков 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
T

M
L

M
LL zyzyzyzyz 





= −− 10

1
1

1
0 ,...,,...,,...,Y  и 12 −L  входных бло-

ков ( ) ( ) ( )
T

LL zxzxz 




= −− 22012 ,...,X , тогда: 

( ) ( )zz LsL 12 −⋅= XHY    (2.19) 

 Для любого z  если ( ) 12 −= Lrank SH , то найдется единственный 

вектор ( )zL 12 −X , являющийся решением системы уравнений (2.19).  

Докажем  эквивалентность условия на ранг матрицы sH  и условия 

отсутствия общих корней у полиномов ( ) ( )zhzh M,...,1  от противного. 

Пусть ( ) 12 −= Lrank SH . Нуль-пространство матрицы sH  образо-

вано линейно независимыми векторами ( )svvV ,...,1=  ∈  12 −LC , где 

( )SrankLs H−−= 12 , для который 0=VHs . Пусть ( ) i
i zzx = , 

22,...,0 −= Li , тогда ( )( ) ( )( )zhzzy klk
l ⋅= . Пусть 

( ) ( ) ( ) ( ){ }M
L

M
L M

cccc 11
1

1
1

1 ,...,,...,,...,
1 −−  корни полиномов ( ) ( )zhzh M,...,1 . Тогда оче-

видно, что если найдется хотя бы один совместный корень c  полиномов 

( ) ( )zhzh M,...,1 , то найдется ненулевой вектор ( )222 ,..,,,1 −= Lcccv  принад-

лежащий нуль-пространству матрицы sH , т.е. ранг ( ) 12 −< Lrank SH .  

Для доказательства обратного утверждения, т.е. если ( ) ( )zhzh M,...,1  

не имеют общих корней то ( ) 12 −= Lrank SH , мы должны показать, что 

вектора, образованные совместными корнями полиномов образуют базис 
нуль-пространства матрицы sH . Для этого заметим, что если scc ,...,1  - 

совместные корни одиночной кратности ( ) ( )zhzh M,...,1 , то V - матрица 

Вандермонда, имеет ранг s . Если среди корней scc ,...,1  будут кратные 

корни, то часть базисных векторов может быть сформирована, используя 
производные соответствующего порядка наибольшего общего делителя 
полиномов ( ) ( )zhzh M,...,1 . Более подробное доказательство можно найти в 

[4]. 
В задачах статистической идентификации условия идентифицируе-

мости могут обсуждаться в более широком контексте. Например, если 
число доступных отсчётов на выходе канала бесконечно и вход - негаус-
совский стационарный случайный процесс, то система может быть иден-
тифицирована точно по статистикам высшего порядка даже тогда, когда 
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полиномы каналов имеют общие нули. Или, например, если на входе ста-
ционарный случайный процесс (в том числе и гауссовский) система может 
быть идентифицирована, если известны точно статистики второго порядка 
выхода и совместные нули полиномов каналов находятся внутри единич-
ной окружности (условие минимума фазы) [6]. 

Сформулируем теперь условия, ограничивающие статистические 
методы слепой идентификации векторного канала. Рассмотрим условия 
статистической идентификации для случая, когда входная последователь-
ность стационарна и число доступных отсчетов на выходе канала ∞→8 , 
т.е. нам доступна статистика выхода любого порядка. 

 
Теорема 4.  Для возможности статистической слепой идентифика-
ции векторного канала достаточно выполнения следующих условий: 
1) полиномы ( ) ( )zhzh M,...,1  не должны иметь общих корней; 

2) отсчеты информационной последовательности { }ix , таковы, что 

{ } 0=ixM , { } jijixx ,
2* δσ=M . 

 
Доказательство: 
Утверждение теоремы достаточно очевидно, если использовать эк-

вивалентность условия на ранг матрицы sH  и условия отсутствия общих 

корней у полиномов ( ) ( )zhzh M,...,1  доказанного в Т3. Пусть в (2.19) 1=t   

или эквивалентно 0=z . Тогда если нам доступна ( )MLML ⋅×⋅  ковариа-

ционная матрица выходных отсчетов  ( ) ( ){ }00 *
LLy YYMR = , то: 

*
SxSy HRHR =                            (2.20) 

где ( )1212 −×− LL  матрица ( ) ( ){ }00 *
1212 −−= LLx XXMR . Из второго 

условия следует, что 12
2

−⋅= Lx IR σ , и  *2
SSy HHR ⋅=σ . Для известных 

yR  и 2σ  первое условие теоремы гарантирует единственность решения 

задачи слепой идентификации. 
Итак, как для случая детерминированной, так и статистической 

идентификации векторного канала присутствует условие отсутствия об-
щих корней у полиномов ( ) ( )zhzh M,...,1 . Это означает, что для идентифи-

кации мы в полной мере используем перекрестные связи каналов. Естест-
венно, что избавиться от этого ограничения, можно только решив задачу 
идентификации скалярного канала. С другой стороны отсутствие возмож-
ности использовать перекрестные связи каналов существенно обедняет 



 31 

возможности слепой идентификации, особенно в задачах детерминирован-
ной идентификации. 

 
2.2. Идентифицируемость скалярного канала 
 
Пусть последовательность сигнальных блоков на выходе канала в 

полиномиальной интерпретации описывается выражением: 

( ) ( ).
1

0
∑
−

=
+=

L

i

liil zxhzy    (2.21) 

Рассмотрим необходимые условия детерминированной идентифи-
кации. 

 
Теорема 5.  Для идентифицируемости детерминированного скаляр-
ного канала необходимо, чтобы линейная сложность информацион-
ной последовательности была больше ( )22 −L . 

 
Доказательство: 
Запишем (2.2) для скалярного канала в виде: 

( ) ( ) hXy ⋅= zz LHL , .   (2.22)  

Где ( ) ( ) ( )( )TLL zyzyz 10 ,..., −=y  и ( )zLH ,X  - полиномиальная ганке-

лева LL× матрица, составленная из полиномов ( ) ( )zxzx L 220 ,..., − . Если 

система идентифицируема, то необходимо чтобы ( )( ) LLrank H =X  (Т1). 

Нетрудно показать, что в этом случае ( )( ) Lzrank LH =,X  для Cz∈∀ . Это 

означает, что для Cz∈∀  матрица ( )zLH ,X  имеет обратную матрицу 

( )zLH
1
,

−X  такую, что ( ) ( ) LLHLH zz IXX =⋅−
,

1
, . Пусть для фиксированного 

( )zLy  имеет место равенства: 

( ) ( ) ( ) 2211 ,, hXhXy ⋅=⋅= zzz LHLHL .  (2.23) 

Если система идентифицируема, то для (2.23) имеется только три-
виальное решение ( ) ( )zcz LHLH ,, 21 XX =  и 2/11 hh ⋅= c . Тогда должно 

быть, по крайней мере, так что: 
 ( ) ( ) ( ) 021 ,, =−⋅ zzz LHLH XAX ,    (2.24) 

где ( )zA  - LL×  полиномиальная матрица полного ранга. Так как 

( )zLH ,1X  и ( )zLH ,2X  матрицы ганкелевой структуры, то (2.24) можно 

переписать в виде системы  32 −L  однородных уравнений для неизвест-
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ных элементов матрицы ( )zA . Поскольку равенство (2.24) справедливо 

для Cz∈∀ , рассмотрим L2  сечений Lzz 21,..., , тогда: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) 0...

...

...

21

122220

1112210

=⋅
















−−

−−

L

LLLLL

LL

zz

zxzxzx

zxzxzx

aaΜΜΜ , 

где ( )iza  - вектор длины L2 , составленный из коэффициентов пер-

вого и последнего столбца матрицы ( )izA . Эта система имеет единствен-

ное нетривиальное решение, если ранг матрицы ее коэффициентов равен 
12 −L . Нетрудно заметить, что главный минор этой матрицы порядка 
12 −L  ( )( ) 0,...,det 121 ≠−LzzX  при выполнении условия теоремы (см. (2.6)). 

Отсюда следует в частности, что ( ) Lcz IA = . Теорема доказана. 

Итак, мы показали, что если ( )zLH ,X  - ганкелева матрица, состав-

ленная из коэффициентов входной последовательности, линейная слож-
ность которой больше 22 −L  то ( ) ( ) ( ) ( ) 021 ,, ≠−⋅= zzzz LHLH XAXB  для 

всех ( ) Lcz IA ≠ . 

Однако этого условия недостаточно для слепой идентификации, по-
скольку равенство (2.24) может выполняться, если ( ) 0=⋅hB z . Т.е. помимо 

условия на информационную последовательность мы должны наложить 
дополнительные ограничения на вектор канала и результат взаимодейст-
вия канала с информационной последовательностью.  

Обычно отправным пунктом для обеспечения слепой идентифици-
руемости скалярного канала по одной реализации служит предположение 
о конечности алфавита информационных символов. Для этого случая из-
вестна следующая теорема [7], которую мы приведем без доказательства. 

 
Теорема 6.  Если информационная последовательность принимает 
значения на множестве { } Zq ∈−±± 1,...,3,1 , то для идентифицируе-

мости детерминированного скалярного канала достаточно, чтобы: 
1) линейная сложность информационной последовательности бы-

ла больше ( )22 −L ; 

2) отсчеты канала 10 ,..., −Lhh  были линейно независимы на под-

множестве целых чисел ( ) ( ){ }LLL
LtLq 112,...,2,1,0 0

2/12 +−−±±± − , 

0t  - номер первого символа информационной последовательно-

сти, начиная с которого линейная сложность информационной 
последовательности больше L . 
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Доказательство теоремы можно найти в [7], более мягкие условия 
для канала в [8].  

Статистическая идентификация предоставляет значительно более 
широкий диапазон возможностей для слепой оценки скалярного канала.  

Прежде всего, отметим, что в общем случае наличия на входе кана-
ла последовательности с гауссовским распределением на выходе нам дос-
тупны только вектор математического ожидания и ковариационная матри-
ца.  

Поскольку математическое ожидание как правило равно нулю, то 
для стационарного гауссовского случайного процесса единственной стати-
стической характеристикой является корреляционная функция или авто-
корреляционная последовательность.  

Известно, что автокорреляция не содержит информации о фазе пе-
редаточной функции канала. Действительно оценку автокорреляции на 
выходе канала для белого шума на входе можно записать в виде:  

( ) ( ) ( ) 1**2 /1 −⋅= L
y zzhzhzr σ                                     (2.25) 

где ( )zry - полином, коэффициенты которого являются отсчетами 

автокорреляционной функции на выходе канала. Если априори известно, 
что  все нули полинома канала находятся внутри (системы с минимальной 
фазой) или вне (системы с максимальной фазой) окружности единичного 
радиуса, то, зная ( )zry , мы можем идентифицировать канал. В общем слу-

чае для стационарного гауссовского входа идентификация невозможна.  
Для негауссовских стационарных случайных последовательностей 

условие идентифицируемости можно сформулировать в следующем виде.  
 
Теорема 7.  Для идентифицируемости скалярного канала достаточ-
но, чтобы отсчеты информационной последовательности, при  

{ } 0=ixM  и { } ( )jixx ji −= δσ 2*M , описывались негауссовыми рас-

пределениями. 
 
Доказательство: 
Обратное утверждение было доказано нами выше. Конструктивное 

доказательство фактически будет нами представлено в гл.4. 
Аналогичное утверждение мы можем сформулировать для неста-

ционарных по входу систем: 
 
Теорема 8.  Для идентифицируемости скалярного канала достаточ-
но, чтобы независимые отсчеты информационной последовательно-
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сти, при  { } 0=ixM  имели по крайней мере нестационарную дис-

персию { } 2*
iiixx σ=M .  

 
Доказательство: 
Убедимся в правоте данного утверждения рассмотрев более общий 

непрерывный случай [82].  
Пусть модель системы описывается выражением (1.6). 
Тогда в отсутствии шума, в соответствии с [90], мы можем записать 

наблюдаемый случайный процесс в виде следующего стохастического ин-
теграла: 

( ) ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

−= τητστ dthty ,                                     (2.26) 

где: ( ) ( )τητ dx =′  - стандартный комплексный «белый» шум, с нуле-

вым математическим ожиданием и единичной дисперсией [90], 
( ) ( ) ( )ττστ xx ′=  - нестационарный случайный процесс. 

Тогда корреляционная функция случайного процесса ( )ty  имеет 

вид: 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

−−== ττσττ dththtytyttBy
2

2
*

12
*

121, M .           (2.27) 

Возьмем двумерное преобразование Фурье от корреляционной 
функции ( )21, ttBy : 

   ( ) ( ) ( ) ( )212
*

121, ωωωωωω −= xy BhhB ,                         (2.28) 

где: 

  ( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

−−=− ττσωω τωω
deB

j
x

212
21 .                         (2.29) 

Если ( ) 1=τσ , то ( ) ( )2121 ωωδωω −=−xB , т.е. ( )21, ttBy  содержит 

информацию только о модуле передаточной функции системы ( )2ωh . 

Во всех остальных случаях канал идентифицируем. 
Запишем (2.28) в виде равенств отдельно для модуля и фазы 

( )21,ωωyB : 

( ) ( ) ( ) ( )212
*

121, ωωωωωω −= xy BhhB ,                  (2.30) 
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( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )212121 argargarg,arg ωωωωωω −+−= xy BhhB          (2.31) 

Фиксируя разность 21 ωω − , получаем уравнения, как для модуля, 

так и для фазы передаточной функции, которые определяют её с точно-
стью до комплексного множителя и некоторого постоянного временного 
смещения. 

Утверждения теорем Т.7 и Т.8 могут быть распространены на слу-
чай, когда отсчеты информационной последовательности зависимы. Усло-
вия идентифицируемости и алгоритмы идентификации в данном случае 
представлены в гл.4. 
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Глава 3.  

МЕТОДЫ СЛЕПОЙ ИДЕНТИФИКАЦИИ ВЕКТОРНОГО 
КАНАЛА  

3.1. Метод взаимных отношений  

Рассмотрим задачу слепой идентификации векторного канала. Ус-
ловия слепой идентифицируемости канала для этого случая сформулиро-
ваны в теоремах Т.2 и Т.4 для случаев детерминированной и статистиче-
ской идентификации соответственно.  

Алгоритмы слепой идентификации, рассматриваемые в данном раз-
деле, основаны на свойстве взаимной симметрии выходных сигналов ка-
налов, на входе которых присутствует одна и та же информационная по-
следовательность. Данное свойство было использовано нами в доказатель-
стве Т.2 при записи выражения (2.3).   

В соответствии с этим свойством при выполнении условий теоремы 
Т.2 матричное уравнение (2.12) в отсутствии шума имеет единственное, с 
точностью до комплексного множителя, решение для любых различных 
чисел szz ,...,1 .  

Другими словами нуль-пространство MLsK ⋅×⋅  матрицы 
( )szz ,...,1Y  является линейной оболочкой единственного базисного векто-

ра ( ) ( ) ( ) ( )( )M
L

M
L

T hhhh 10
1

1
1

0 ,...,,...,,..., −−=h   или что эквивалентно  h  является соб-

ственным вектором матрицы ( ) ( )ss zzzz ,...,,..., 11
* YY , соответствующим 

нулевому собственному числу. 
Наличие шума заставляет нас искать приближенное решение наи-

лучшее, с точки зрения некоторого критерия качества.  
Идентифицируемая система в этом случае описывается следующим 

выражением: 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )zvzxhzy
k

l

L

i

li
k

i
k

l +=∑
−

=
+

1

0

,   (3.1) 

где ( )( )zv k
l  полином степени ( )1−t над полем комплексных чисел, 

образованный блоком из t  отсчетов на выходе k -го канала. 
Для небольших значений уровня шума весьма эффективным оказы-

вается метод наименьших квадратов, в соответствии с которым [10]: 

( ) 2
21

1
,...,minargˆ hYh

h
⋅=

=
szz ,                                      (3.2) 

где: 
2
2

•  - евклидова векторная норма. 
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Эквивалентно, оценка канала h  может быть получена из собствен-
ного вектора, связанного с наименьшим сингулярным значением матрицы 

( ) ( )ss zzzz ,...,,..., 11
* YY  [11]:  

( ) ( )( )hYYhh
h

⋅⋅=
=

ss zzzz ,...,,...,minargˆ
11

**

1
.                     (3.3) 

Метод слепой идентификации, описываемый выражениями (3.2) 
или (3.3) в несколько иной форме хорошо известен в литературе как «ме-
тод взаимных отношений» [12].  

Метод был впервые предложен  в [9], а также независимо рядом 
других авторов (см. библиографию в [13]). 

В отличие от большинства известных статистических методов сле-
пой идентификации [12], метод взаимных отношений является весьма эф-
фективным для небольших выборок при большом отношении сигнал-шум.  

В [9]  методом моделирования показано, что данный метод дает 
оценку близкую к границе Рао-Крамера.  

Главные недостатки метода, это необходимость точного знания 
длины канала L , а также необходимость работы в уравнениях (3.2) или 
(3.3) с разреженными матрицами большого размера. 

Использование полиномиальных представлений позволит нам далее 
несколько упростить вычислительную структуру алгоритма взаимных от-
ношений.  

Для этого запишем выражение (2.3) в виде: 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,,
1

0
12

1

0
21 =−∑∑

−

=

−

=

L

l

ll

L

l

ll shszyshszy ,                      (3.4) 

где:  

( ) ∑∑
−

=

−

=
+=

1

0

1

0

,
M

i

t

j

iji
ljl szyszy , ( ) i

M

i

i
ll shsh ∑

−

=

=
1

0

. 

Использование свойства симметрии для решения уравнения (2.8) 
относительно неизвестных полиномов ( ) ( )shsh L 10 ,..., −  означает, что мы 

должны выбрать их таким образом, чтобы полином  ( ) ( )∑
−

=

1

0
21,

L

l

ll shszy  был 

симметричен по переменным 1s  и 2s . 

Выберем 12 −L  различных значений формальной переменной 

121,..., −Lzz . Тогда используя (2.8) мы можем записать 12 −L  однородных 

линейных уравнений относительной L  неизвестных полиномов 
( ) ( )shsh L 10 ,..., − .  
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В матричной форме, получим: 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

( )

0                                                    

,...,,...,

,...,,...,

,,,,...,                                      

21

20

11

10

1121112021212120

111110211210

21211211

=



























⋅

⋅



















−−

−−

=

=⋅

−

−

−−−−−−

−−

−

sh

sh

sh

sh

szyszyszyszy

szyszyszyszy

sssszz

L

L

LLLLLL

LL

L

Μ

Μ

ΜΜΜΜ

hY

 

(3.5) 
При выполнении условий теоремы Т2 полиномиальная матрица 

( )211211 ,,,..., sszz L−Y  имеет ранг 12 −L , действительно: 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )21121

1121

10112021

1020

1222120

12210

211211

,,...,                                                

...0...0

0...0...

...

...

,,,...,

sszz

shsh

shshshsh

shsh

zxzx

zxzx

sszz

L

LL

LL

LLL

L

L

HX

Y

⋅=

=























⋅

⋅
















=

−

−−

−−

−−−

−

−

ΜΟΜΜΟΜ

ΜΟΜΜΟΜ

ΜΜ

          (3.6) 

Ранее при доказательстве теоремы Т2 мы показали, что ранг 
( )1212 −×− LL  матрицы ( )121,..., −LzzX  для любых различных 121,..., −Lzz  

равен ( )12 −L . Легко заметить также по аналогии с (2.6), что ранг 

( )LL 212 ×−  матрицы ( )21, ssH  также равен ( )12 −L  если полиномы 

( )1, szh  и ( )1, szh , где ( ) ( )∑
−

=

=
1

0

,
M

l

l
l szhszh , не имеют общих корней для раз-

личных 1s  и 2s . Это условие эквивалентно условию 1) теоремы Т.2.  

В отсутствии шума легко получить явное решение однородной сис-
темы уравнений (3.5). Так как, по условию теоремы Т.2, матрица 
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( )211211 ,,,..., sszz L−Y  имеет ранг 12 −L , то хотя бы один из ее миноров по-

рядка 12 −L  ( )21121 ,,,..., sszz Li −M   Li 2,...,1=  - номер столбца, отличен от 

нуля. Пусть это будет  ( )211212 ,,,..., sszz LL −M , тогда полагая значение по-

линома ( )21 shL−  произвольным, получим следующую невырожденную 

систему 12 −L  линейных уравнений с коэффициентами над полем C : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2111

2

0
21

1

0
12 ,,, shszyshszyshszy LjL

L

l

ljl

L

l

ljl −−

−

=

−

=

=−∑∑ ,      (3.7) 

где: 12,...,1 −= Lj . Решая ее методом Крамера [1], получим общее 

решение системы в виде: 

( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) 20   ,
,,,...,

,,,...,
1

,10   ,
,,,...,

,,,...,
1

21
211212

21121
2

21
211212

2112112
1

,...,L-lsh
sszz

sszz
sh

,...,L-lsh
sszz

sszz
sh

L
LL

LlLlL
l

L
LL

LllL
l

=⋅−=

=⋅−=

−
−

−+−

−
−

−−−

M

M

M

M

,    (3.8) 

В силу произвольности ( )21 shL−  положим его равным 

( ) ( )211212
2 ,,,...,1 sszz LL

L
−− M , тогда решение системы уравнений (3.7) с 

точностью до произвольного комплексного коэффициента будет иметь 
вид: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 10   ,,,,...,1

  ,,,,...,1

211212

211211

,...,L-lsszzsh

sszzsh

LlL
lL

l

Ll
l

l

=−=

−=

−+
+

−

M

M
,           (3.9) 

Заметим также, что нам нужно вычислить только L  миноров, т.к. из 
анализа структуры матрицы (3.5) следует, что: 

( ) ( ) ( )12121211212 ,,,...,1,,,..., sszzsszz Ll
L

LlL −−− −= MM               (3.10) 

Таким образом, мы нашли значения неизвестных полиномов 
( ) ( )shsh L 10 ,..., −  в точках 1s  и 2s . Если 2=M  этого достаточно для оцен-

ки всех коэффициентов неизвестного векторного канала: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
.

10      ,

12

122

12

21121

ss

shsh
h

,...,L-l
ss

shsshs
h

ll
l

ll
l

−

−
=

=
−

−
=

                       (3.11) 

Для того чтобы найти решение системы для произвольного числа 
каналов, мы должны выполнить вычисления (3.9) в кольце [ ]21, ssC . По-

скольку решение системы (3.5) по формулам (3.9) не содержит операции 
деления, то мы получим решение с точностью до некоторого полинома 
( )21, ssg  ∈  [ ]21, ssC .  
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Поскольку полиномы ( )1shl  и ( )2shl  очевидно не имеют общих 

множителей,  то неизвестный множитель ( )21, ssg  мы можем найти как 

наибольший общий делитель полиномов ( )21121 ,,,..., sszz Ll −M  и 

( )21121 ,,,..., sszz LlL −+M , используя, например алгоритм Евклида. Конечно 

такой алгоритм не имеет практического значения из-за больших вычисли-
тельных затрат. 

Альтернативный путь состоит в формировании системы линейных     
уравнений для M  значений полиномов канала ( ) ( )Mll shsh ,...,1 .           

Запишем неизвестные значения в виде вектора 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )TMLMLM shshshshss 1011101 ,...,,...,,...,,..., −−=h . Тогда система ли-

нейных уравнений в матричной форме имеет вид: 

 

( )
( )

( )
( ) 0,...,

,,,...,0

0,,,...,

,...,,,...,                             

1

111

2111

11

=⋅
















=

=

−

M

MMr

r

Mr

ss

sszz

sszz

sszz

h

Y

Y

Y

Ο
, (3.12) 

где: ( )Mr sszz ,...,,,..., 11Y  ( ) MLrM ⋅×⋅−1  комплексная матрица 

ранга ( )1−⋅ LM , r  как и ранее, выбирается из условия 

( ) 11 −⋅≥⋅− MLrM .  

Общее решение для коэффициентов канала может быть найдено да-
лее по интерполяционной формуле Лагранжа: 

( ) ( ) ( )∑
=

⋅=
M

i

iill sLshsh

1

                                     (3.13) 

где: ( )sLi  - элементарные лагранжевы интерполяционные много-

члены, определяемые формулой: 

( )

∏

∏

≠
=

≠
=

−

−

=
M

ij
j

ji

M

ij
j

i

i

ss

ss

sL

1

1

                                          (3.14) 

Т.о. в отсутствии шума алгоритм слепой идентификации канала сво-
дится к вычислению базиса нуль-пространства матрицы 
( )Mr sszz ,...,,,..., 11Y . Условия теоремы Т.2 обеспечивают единственность 

решения этой задачи, т.е. наличие единственного нулевого собственного 



 41 

числа и соответствующего ему единственного собственного вектора с точ-
ностью до комплексной константы, за счет строгого равенства 

( )( ) 1,...,,,..., 11 −= MLsszzrank MrY .   

Наличие аддитивного шума в матрице входных данных 

( ) ( ) ( )MrMrMr sszzsszzsszz ,...,,,...,,...,,,...,,...,,,...,
~

111111 VYY +=  создает 

условия, когда ( )( )Mr sszzrank ,...,,,...,
~

11Y  может быть равен ML  или может 

быть меньше ( )1−LM . В первом случае нуль-пространство матрицы со-

стоит только из нулевого вектора, а во втором содержит несколько базис-
ных векторов. Поэтому задача слепой идентификации может вообще не 
иметь решения или решение задачи становится неоднозначным. 

Как уже отмечалось выше, в этом случае мы можем использовать 
стратегию метода наименьших квадратов, т.е. в качестве решения задачи 

для случая ( )( ) MLsszzrank Mr =,...,,,...,
~

11Y  взять собственный вектор, со-

ответствующий минимальному по модулю собственному числу матрицы  

( ) ( )MrMr sszzsszz ,...,,,...,
~

,...,,,...,
~

1111
* YY :  

( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) 














⋅

⋅
=

=
MMr

MrM

Mss
M

sssszz

sszzss
ss

,...,,...,,,...,
~

,...,,,...,
~

,...,
minarg,...,ˆ

111

11
**

1

1,...,1
1

hY

Yh
h

h
  

(3.15) 
В этом случае решение задачи всегда единственно и, как известно 

[10] минимизирует функционал ( ) ( )
2

2
111 ,...,ˆ,...,,,...,

~
MMr sssszz hY , при 

ограничении нормы ( ) 1,...,ˆ 2

2
1 =Mssh . 

Поскольку выбор числа уравнений и соответственно числа строк в 

матрице ( )Mr sszz ,...,,,...,
~

11Y  в отличие от традиционного подхода [13] в 

нашей интерпретации произволен, то мы можем выбрать их число строго 

равным ( )1−LM . Тогда ( )( ) 1,...,,,...,
~

11 −≤′ MLsszzrank MrY  теперь уже за 

счет линейной независимости строк. При этом, поскольку 
( ) ( )11 −−⋅= MMLr  целое только в частных случаях, то мы выбираем r  

как наименьшее целое, а  r′  так, что ( ) 12 −⋅=′+⋅− MLrrM . Тогда: 

( )
( )

( )















=

−′

′

MMr

r

Mr

sszz

sszz

sszz

,,,...,
~

0

0,,,...,
~

,...,,,...,
~

111

2111

11

Y

Y

Y Ο . 

(3.16)  
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Теперь мы можем решать задачу слепой идентификации векторного 
канала при наличии шума, используя алгоритмы точного решения одно-
родной системы уравнений. При этом, поскольку нуль-пространства мат-

риц  ( )Mr sszz ,...,,,...,
~

11 ′Y  и ( ) ( )MrMr sszzsszz ,...,,,...,
~

,...,,,...,
~

1111
*

′′ YY  сов-

падают, то решение, получаемое, например, по формулам (3.9) и решение 
вариационной задачи (3.15) совпадают с точностью до комплексного мно-
жителя, и являются нормальным псевдорешением однородной системы 
уравнений (3.12). 

Несмотря на то, что формулы (3.9) дают явное решение, непосред-
ственное их использование для нахождения численного решения однород-
ной системы, задаваемой матрицей (3.16) нецелесообразно даже при срав-
нительно небольших размерах матрицы, поскольку требует вычисления 
( )1−⋅ML  определителей  размера ( )1−⋅ML . При этом, как известно [15], 

число операций комплексного деления и умножения при вычислении 

только одного определителя равно ( ) ( ) ( )( ) 33112 2 +−⋅+−⋅−⋅ MLMLML . 

Поэтому более целесообразно использование алгоритмов имеющих 
меньшие вычислительные затраты. 

Одним из таких методов может быть несколько модифицированный 
метод Перселла [15]. В рамках данного подхода мы интерпретируем сис-
тему однородных уравнений с матрицей (3.16) как условия ортогонально-
сти вектора ( )Mss ,...,1h  с ( )1−⋅ML  линейно независимыми строками 

матрицы (3.16). При этом решение системы находится путем построения 

базисов подпространств унитарного линейного пространства LMC  убы-
вающих размерностей: 

110 ...... −⊃⊃⊃⊃= LMk
LM RRRRC , 

где: kR  - подпространство, состоящее из векторов, ортогональных к 

первым k  строкам kyy ,...,1  матрицы ( )Mr sszz ,...,,,...,
~

11 ′Y . 

Базис подпространства kR  строиться из базиса подпространства 

1−kR  в виде следующих линейных комбинаций: 

LMkic k
k

k
i

k
i

k
i ,...,1                       ,11 +=−= −− eee  

Коэффициенты k
ic  определяются из условия ортогональности строк 

матрицы ( )Mr sszz ,...,,,...,
~

11 ′Y  и вектора решения, в виде: 

( )
( )1

1

,

,
−

−
=

k
kk

k
ikk

ic
ey

ey
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Для реализуемости процесса необходимо, чтобы скалярные произ-

ведения ( )1, −k
kk ey  были отличными от нуля. Если 0=k , то в качестве ба-

зиса берется естественный базис в LMC : ( ) ( )1,0,...,0,...,0,...,0,1 00
1 == LMee .  

Подпространство 1−LMR  является нуль-пространством матрицы 

( )Mr sszz ,...,,,...,
~

11 ′Y , т.к. единственный базисный вектор этого подпро-

странства ортогонален ко всем линейно независимым векторам 

11,..., −LMyy  и является численным решением системы однородных урав-

нений, заданных матрицей (3.16). 
Теперь рассмотрим вопрос о выборе значений формальных пере-

менных Mr sszz ,...,,,..., 11 ′  при формировании системы уравнений (3.12). 

Ранее мы требовали, чтобы эти множества не содержали совпадающих 

значений. Если матрица ( )Mr sszz ,...,,,...,
~

11 ′Y  содержит отсчеты аддитив-

ного шума, то выбор значений формальных переменных будет влиять на 
обусловленность матрицы и соответственно на погрешность алгоритма. 
Поэтому мы должны выбрать различные значения формальных перемен-
ных Mr sszz ,...,,,..., 11 ′   так, чтобы минимизировать в некотором унитарном 

пространстве переменных Mr sszz ,...,,,..., 11 ′  функционал погрешности ал-

горитма слепой идентификации.  
Анализ возмущений собственных векторов матриц произвольного 

вида со случайными коэффициентами задача крайне трудная и в полном 
объеме не решенная до сих пор.  

Поэтому при анализе устойчивости решения проблемы собственных 
чисел и линейных уравнений обычно предполагается, что соответствую-
щие решения непрерывно зависят от малых вариаций коэффициентов мат-
рицы. Это позволяет оценить погрешность решения и сформировать неко-
торую систему чисел обусловленности, которая характеризует устойчи-
вость системы уравнений к малым возмущениям коэффициентов. 

Как мы уже отмечали выше алгоритмы данного раздела эффектив-
ны при малых значениях дисперсии шума. Поэтому мы с полным правом 
можем использовать при анализе погрешности теорию малых возмущений 
[14]. 

Пусть мы имеем невозмущенную матрицу 

( ) ( )MrMr sszzsszz ,...,,,...,,...,,,..., 1111
*

′′ YY  и соответствующее ей нормаль-

ное решение (3.12) ( )Mss ,...,1h . Тогда в соответствии с [15] относитель-

ную погрешность оценки собственного вектора, соответствующего нуле-
вому сингулярному числу, можно оценить сверху с помощью следующего 
неравенства: 
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( ) ( )

( )

( ) ( )( ) ∑
−

=
′′ ⋅∂≤

≤
−

1

1
1111

*

21

2
11

1
,...,,,...,,...,,,...,

,...,

,...,ˆ,...,

LM

i i
MrMr

M

MM

sszzsszz

ss

ssss

λ
YY

h

hh

,        (3.17) 

 
где •  - спектральная норма матрицы, равная квадратному корню 

из максимального собственного числа, ( )•∂  - вариация, { }iλ  - ненулевые 

собственные числа матрицы ( ) ( )MrMr sszzsszz ,...,,,...,,...,,,..., 1111
* YY , упо-

рядоченные по возрастанию. 
Используя свойство самосопряженности спектральной нормы, а 

также то, что:  

( ) ( )( )
( )( ) ( )

( ) ( )( )MrMr

MrMr

MrMr

sszzsszz

sszzsszz

sszzsszz

,...,,,...,,...,,,...,

,...,,,...,,...,,,...,

,...,,,...,,...,,,...,

1111
*

1111
*

1111
*

′′
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′′

∂+

+∂=

=∂

YY

YY

YY

, 

получим следующее неравенство: 

( ) ( )

( )
( )( )
( ) ∑

−

=

−

′

′ ⋅
∂

⋅≤
− 1

1

1

11

11

21
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,...,ˆ,..., LM
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hh
(3.17) 

Введем число обусловленности матрицы ( ) LMLM ×−1 , 

( )Mr sszz ,...,,,..., 11 ′Y  ранга ( )1−LM  по отношению к собственному векто-

ру, соответствующему нулевому собственному числу в виде: 

 ( ) ∑
−

=

−
′ =

1

1

1
111 ,...,,,...,

LM

i i

LM
Mr sszz

λ

λ
α                        (3.18) 

Положим теперь ( )( ) ( )MrMr sszzsszz ,...,,,...,,...,,,..., 1111 ′′ ≅∂ VY . То-

гда используя известные неравенства для спектральной нормы [15], отно-
сительную погрешность можно оценить следующим неравенством: 

 ( ) ( )
( )Mr

Mr

sszzq

sszz
LM

,...,,,...,

,...,,,...,
14

11
2

11
2
12

1
′

′⋅−≤
α

γ ,                      (3.19) 

( )
( )
( ){ }2

211

2
211

11
2

,...,,,...,

,...,,,...,
,...,,,...,

Mr

Mr
Mr

sszz

sszz
sszzq

′

′
′ =

VM

Y
,             (3.20) 
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где параметр ( )Mr sszzq ,...,,,..., 11
2

′  имеет смысл отношения сигнал-

шум. 
Итак, для малых шумов погрешность оценки вектора значений по-

линомов канала ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )TMLLMM shshshshss 1110101 ,...,,...,,...,,..., −−=′h  

ограничена неравенством (3.19).  
Для восстановления вектора канала 
( ) ( ) ( ) ( )( )M

LL
MT hhhh 1

1
10

1
0 ,...,,...,,..., −−=h  мы в соответствии с интерполяционной 

формулой Лагранжа (3.13) можем найти оценку ĥ  в виде: 

( )

( )
( )M

M
M
M

M
M
M

ss

ss

ss

,...,

,...,0

0,...,
ˆ

1
1

1

1
1

h

V

V

h ′⋅



















=
−

−

Ο        (3.21) 

Известно, что если возмущена только правая часть невырожденной 
системы линейных уравнений, то возмущение решений этой системы ог-
раничены следующим неравенством [14]: 

( )
( ) ( )

( ) 2
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α ,             (3.22) 

где ( )Mss ,...,1
2
2α  - число обусловленности невырожденной матрицы 

( )M
M
M ss ,...,1V , которое в соответствии с [14] определяется следующим 

выражением:  

( )
( )

( )
21
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1

1
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−
=

M
M
M

M
M
M
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ss

ss

ss
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V
α .                          (3.23) 

Окончательно, используя (3.19) погрешность слепой оценки можно 
оценить следующим неравенством: 

( ) ( ) ( )
( )Mr

MMr

sszzq

sssszz
LM

,...,,,...,

,...,,...,,,...,
14

11
2

1
2
211

2
12

′

′ ⋅
⋅−≤

αα
γ .            (3.24) 

 

Т.о. значения формальных переменных Mr sszz ,...,,,..., 11 ′   должны 

быть выбраны так, чтобы обеспечивать максимальное значение отношения 
сигнал шум и одновременно минимизировать значение чисел обусловлен-

ности ( )Mr sszz ,...,,,..., 11
2
1 ′α  и ( )Mss ,...,1

2
2α .  
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Далее оценим сверху величину отношения сигнал-шум. Без потери 
общности положим, что rr =′ . Нетрудно показать, что если комплексные 
гауссовы отсчеты аддитивного шума независимы, имеют одинаковую дис-

персию 2σ  и нулевое математическое ожидание, то: 

( )
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Для мощности полезного сигнала мы можем использовать оценку 
сверху. Определим энергию l -го блока отсчетов полезного сигнала длины 
t  на выходе k -го канала в виде: 

∑
−

=
+=

1

0
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,

t

i

k
likl yE .                                        (3.26) 

Пусть энергия PtE kl ⋅=,  не зависит от номеров блока и канала. То-

гда нетрудно показать справедливость следующего неравенства: 
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Т.о. из (3.20), (3.25) и (3.27) следует, что ( )Mr sszzq ,...,,,..., 11
2

′  име-

ет точную верхнюю грань по всем реализациям наблюдаемых отсчетов, 
независящую от значений формальных переменных Mr sszz ,...,,,..., 11 ′  и 

равную отношению 22 σtPtq = . Тогда (3.24) можно записать в виде: 

( ) ( ) ( )MMr sssszz
tq

LM
,...,,...,,,...,

14
1

2
211

2
12

2 ααγ ′
−

≤ .           (3.28) 

При этом наибольший вклад в значение погрешности слепой оценки 
вносят именно числа обусловленности.  

Т.о. для стационарной информационной последовательности выбор 
значений формальных переменных Mr sszz ,...,,,..., 11 ′  можно провести ми-

нимизируя в некотором унитарном пространстве функционал в правой 
части неравенства (3.28). 

Известно, что ( ) 1,...,12 ≥Mssα , при этом равенство достигается, ес-

ли матрица ( ) UV css M
M
M =,...,1 , где  U  - унитарная матрица, c  - некоторая 

константа. Положим соответственно ( )Mijsi π2exp −= , Mi ,...,1= , тогда 
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легко убедиться, что в этом случае ( ) Mss M
M
M ,...,1V  - унитарная матри-

ца и соответственно ( )Mss ,...,12α  минимально и равно 1. 

Решение задачи минимизации числа обусловленности 

( )Mr sszz ,...,,,..., 11
2
1 ′α  не столь очевидно в общем виде, поскольку матрица 

( )Mr sszz ,...,,,..., 11 ′Y  зависит от реализаций выходного сигнала.  

Заметим, однако, что при значении rrt =′=  оценка канала, полу-
ченная алгоритмами, основанными на вычислении базиса нульпространст-
ва, вообще не зависит от значений переменных rzz ′,...,1 . Действительно, в 

этом случае мы можем записать: 
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где: 
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( ) ( ) ( ) ( )
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При rrt =′= , для различных rzz ′,...,1  квадратная матрица 

( )rzz ′,...,1V  имеет полный ранг, за счет линейной независимости строк. 

Тогда  нульпространство матрицы ( )Mr sszz ,...,,,...,
~

11 ′Y  определяется 

только матрицей ( )Mss ,...,
~

1Y .  

Если мы используем алгоритм (3.15) и  положим ( )rijzi ′−= π2exp , 

1,...,0 −= ti , тогда легко убедиться, что в этом случае ( )rzz ′,...,1V  с точно-

стью до константы унитарная матрица и соответственно при выполнении 
условия rrt =′=  оценки, получаемые алгоритмами нулевого подпро-
странства и наименьших квадратов, совпадают, т.к. 

( ) ( ) IVV ⋅=⋅ ′′ tzzzz rr ,...,,..., 1
*

1 .  

В целом, как мы уже отмечали выше, при наличии сосредоточенных 
помех, различия параметров аддитивного шума в разных каналах, корре-
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ляции отсчетов шума, выбор сечений Mr sszz ,...,,,..., 11 ′  должен проводить-

ся минимизацией правой части (3.24). 
На Рис.3.1 показаны результаты математического моделирования 

алгоритма слепой идентификации векторного канала при различных пара-
метрах алгоритма.  

Относительная погрешность оценки канала оценивалась по форму-
ле: 









−= 2
2

2

2

2 ˆ hhhMγ    (3.30) 

При моделировании в качестве входных отсчетов, отсчетов шума и 
отсчетов векторного канала дискретной модели  использовались независи-
мые реализации гауссовых случайных векторов в свою очередь с незави-
симыми компонентами. При вычислении выборочного математического 
ожидания в формуле (3.30) при моделировании усреднялись как реализа-
ции шума, так и отсчеты информационной последовательности и канала. 

Относительная погрешность алгоритма восстановления существен-
но зависит от уровня аддитивного шума. Приемлемый уровень погрешно-
сти достигается при отношении сигнал-шум более 30Дб.  

При увеличении длины канала погрешность растет линейно, однако 
при увеличении числа каналов для больших отношений сигнал шум длина 
канала практически не влияет на величину погрешности. 

 
Рис.3.1.a. Зависимость относительной погрешности γ  слепого восстановле-

ния канала (по вертикали) алгоритмом взаимных отношений от отношения 
сигнал-шум в [Дб] (по горизонтали) для M =2 и различных максимальных длин 

канала: «о» - L=2; «х» -L=4; «+» - L=6; «*» - L=8. 
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Рис.3.1.б. Зависимость относительной погрешности γ  слепого восстановле-

ния канала (по вертикали) алгоритмом взаимных отношений от отношения 
сигнал-шум в [Дб] (по горизонтали) для M =4 и различных максимальных 

длин канала: «о» - L=2; «х» -L=4; «+» - L=6; «*» - L=8. 

 
Рис.3.1.в. Зависимость относительной погрешности γ  слепого восстановле-

ния канала (по вертикали) алгоритмом взаимных отношений от отношения 
сигнал-шум в [Дб] (по горизонтали) для M =6 и различных максимальных длин 

канала: «о» - L=2; «х» -L=4; «+» - L=6; «*» - L=8. 
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Рис.3.1.г. Зависимость относительной погрешности γ  слепого восстановления 

канала (по вертикали) алгоритмом взаимных отношений от отношения сигнал-
шум в [Дб] (по горизонтали) для M =8 и различных максимальных длин кана-

ла: «о» - L=2; «х» -L=4; «+» - L=6; «*» - L=8. 
 

 
Рис.3.1.д. Зависимость относительной погрешности γ  слепого восстановле-

ния канала (по вертикали) алгоритмом взаимных отношений от отношения 
сигнал-шум в [Дб] (по горизонтали) для M =10 и различных максимальных 

длин канала: «о» - L=2; «х» -L=4; «+» - L=6; «*» - L=8. 
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Рис.3.1.a. Зависимость относительной погрешности γ  слепого восстановле-

ния канала (по вертикали) алгоритмом взаимных отношений от отношения 
сигнал-шум в [Дб] (по горизонтали) для M =12 и различных максимальных 

длин канала: «о» - L=2; «х» -L=4; «+» - L=6; «*» - L=8. 
 

3.2. Метод максимального правдоподобия 

В предыдущем разделе, адаптируя метод взаимных отношений для 
случая наличия в наблюдаемых данных аддитивного шума, мы использо-
вали стратегию наименьших квадратов, которая не требует знания стати-
стических характеристик шума. В данном разделе мы рассмотрим иденти-
фикацию системы на фоне аддитивного шума, статистика которого нам 
известна, следуя в основном работе [48].  

Пусть мы имеем по 8  выходных отсчетов на выходе каждого из 
M  каналов. Пусть в (2.19) 1=t , тогда: 

vxHy += S ,                                                  (3.31) 

 где: SH  - обобщенная матрица Сильвестра, размером 

( )1−+× L88M , составленная из векторов каналов, 

( ) ( ) ( ) ( )( )TM
8

M
8 yyyy 10
1

1
1

0 ,...,,...,,..., −−=y  и ( )TL8xx 20 ,..., −+=x . 

Пусть комплексные отсчеты шума  ( ) ( ) ( ) ( )( )TM
8

M
8 vvvv 10
1

1
1

0 ,...,,...,,..., −−=v  

независимы и имеют круговое гауссово распределение: 
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v
vp ,                                  (3.32) 

где 2σ  - дисперсия шума.  
Тогда функционал правдоподобия можно записать в виде: 

( ) ( ) 







−−=

− 2
22

2

2

1
exp2,| xHyxHy s

8M

sp
σ

πσ ,                (3.33) 

Совместная оценка максимального правдоподобия sH  и x  как из-

вестно это:   
2
2

,
minarg)ˆ,ˆ( xHyxH

xH
s

s

s −= ,                            (3.34) 

Если выполняются условия теоремы Т2, то из теоремы Т3 следует, 
что sH  имеет полный ранг по столбцам, тогда для любой фиксированной 

матрицы sH  минимум (3.34) по x  достигается, если:  

( ) yPryHHHx H ssss ==
− *1*ˆ ,                          (3.35) 

где: 
sHPr  - оператор ортогонального проецирования пространство 

матрицы sH . Подставляя (3.35) в (3.34), получим:  

( ) 2

2
minargˆ yPrIH H

H
s

s

s −= .                              (3.36) 

Минимизация (3.36) в вычислительном отношении тяжелая задача. 
В литературе описано достаточно большое число итерационных подходов 
к нелинейной оптимизации данного типа (смотри, например библиогра-
фию в [13,16]). 

В [48] описана весьма эффективная методика вычисления (3.36), в 
основе которой следующие утверждение, которое мы приведем без доказа-
тельства. 

Пусть MG  матрица, созданная из векторов каналов согласно сле-

дующему правилу: 
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q
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,                        (3.37) 
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где: q=3,…,М, iH  - блоки обобщенной матрицы Сильвестра sH . 

Тогда, при условии, что все каналы не имеют общих нулей и 
L8 2≥ , ортогональной матрицей дополнений обобщенной матрицы Силь-

вестра sH  является MG , то есть: 

IPrPr HG =+
sM

.                                           (3.38) 

Данное соотношение следует из свойства взаимной симметрии вы-
ходных сигналов каналов, на входе которых присутствует одна и та же 
информационная последовательность, использованного нами в предыду-
щем разделе. Доказательство данного утверждения можно найти в [9].  

( )yGGGGyyPrh
h

G
H

MMMMs

s

#***

1||||

2

2
)(minargminargˆ

=
== ,          (3.39) 

где: «#» обозначает псевдоинверсию Мура-Пенроуза. 
Используя коммутативное свойство линейной свёртки hYyG MM =  

(3.39) можно записать в виде: 

( )hYGGYhh
h

MMMM
#***

1||||
)(minargˆ

=
= ,                             (3.40) 

 где: 
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В соответствии с [48] алгоритм максимального правдоподобия (МП) 
(3.40) эквивалентен следующей последовательности шагов [48]:  

1) hYYhh h MM
**

1||||1 minargˆ
== ;                                                      (3.43) 

2) hYGGYhh h MMMM
#***

1||||2 )(minargˆ
== .                                      (3.44) 

Заметим, что первый шаг этого алгоритма эквивалентен алгоритму 
взаимных отношений.  

На Рис.3.2. показаны результаты математического моделирования 1-
го и 2-го этапов алгоритма максимального правдоподобия.  
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При моделировании использовались те же условия, что и при моде-
лировании алгоритма взаимных отношений в полиномиальной интерпре-
тации в предыдущем разделе.  

Т.е. в качестве входных отсчетов, отсчетов шума и отсчетов вектор-
ного канала дискретной модели  использовались независимые реализации 
гауссовых случайных векторов с независимыми компонентами.  

При вычислении выборочного математического ожидания в форму-
ле (3.30) при моделировании усреднялись как реализации шума, так и от-
счеты информационной последовательности и канала. 

Заметим, что в отличие от алгоритма взаимных отношений в поли-
номиальной интерпретации (п.3.1., Рис.3.1.) алгоритм МП и алгоритм вза-
имных отношений (3.43) имеют более резкий рост погрешности при малых 
отношениях сигнал-шум.  

Погрешность алгоритма (3.43) при увеличении отношения сигнал-
шум и увеличении длины реализации не достигает погрешности алгоритма 
(3.44), что является следствием асимптотической эффективности оценок 
максимального правдоподобия.   

Однако из Рис.3.2 видно, что выигрыш в погрешности алгоритма 
МП относительно алгоритма (3.43) может быть крайне незначительным, 
хотя наблюдается некоторый рост выигрыша при увеличении длины кана-
ла и числа отсчетов на входе.   

 
Рис.3.2.а. Зависимость относительной погрешности γ  слепого восстановле-

ния канала (по вертикали) алгоритмом максимального правдоподобия «о» и 
алгоритмом взаимных отношений [48]  «+» от отношения сигнал-шум в [Дб] 

(по горизонтали) для L=2, M=3. 

 



 55 

 
Рис.3.2.б. Зависимость относительной погрешности γ  слепого восстановле-

ния канала (по вертикали) алгоритмом максимального правдоподобия «о» и 
алгоритмом взаимных отношений [48]  «+» от отношения сигнал-шум в [Дб] 

(по горизонтали) для различных максимальных длин канала L=4, M=3. 
 

 
Рис.3.2.в. Зависимость относительной погрешности γ  слепого восстановле-

ния канала (по вертикали) алгоритмом максимального правдоподобия «о» и 
алгоритмом взаимных отношений [48]  «+» от отношения сигнал-шум в [Дб] 

(по горизонтали) для различных максимальных длин канала L=6, M=3. 
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Рис.3.2.г. Зависимость относительной погрешности γ  слепого восстановления 

канала (по вертикали) алгоритмом максимального правдоподобия «о» и алго-
ритмом взаимных отношений [48]  «+» от отношения сигнал-шум в [Дб] (по 

горизонтали) для различных максимальных длин канала L=8, M=3. 
  

 
Рис.3.2.д. Зависимость относительной погрешности γ  слепого восстановле-

ния канала (по вертикали) алгоритмом максимального правдоподобия «о» и 
алгоритмом взаимных отношений [48]  «+» от отношения сигнал-шум в [Дб] 

(по горизонтали) для различных максимальных длин канала L=10, M=3. 
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Рис.3.2.ж. Зависимость относительной погрешности γ  слепого восстановле-

ния канала (по вертикали) алгоритмом максимального правдоподобия «о» и 
алгоритмом взаимных отношений [48]  «+» от отношения сигнал-шум в [Дб] 

(по горизонтали) для различных максимальных длин канала L=12, M=3. 
 

3.3. Метод канального подпространства 

Метод канального подпространства предложен в [49] и основан на 
свойствах матрицы MH . В данном разделе мы представим данный метод в 

полиномиальной интерпретации. 
Представим модель идентифицируемой системы в соответствии с 

(2.19) в виде:  
( ) ( ) ( )zzz LLsL VXHY +⋅= −12 ,   (3.45) 

где:  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
T

M
L

M
LL zyzyzyzyz 





= −− 10

1
1

1
0 ,...,,...,,...,Y ,  

( ) ( ) ( )
T

LL zxzxz 




= −− 22012 ,...,X , 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
T

M
L

M
LL zvzvzvzvz 





= −− 10

1
1

1
0 ,...,,...,,...,V . 

Сформируем MLML×  ковариационную матрицу ( )zyR  в следую-

щем виде:  

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )zzzzz vsxsLLy RHRHYYMR +== ** .                   (3.46) 



 58 

где: ( ) ( ) ( ){ }zzz LLx
*

1212 −−= XXMR ; ( ) ( ) ( ){ }zzz LLv
*VVMR = . 

Если отсчеты аддитивного шума некоррелированы, имеют нулевое 

математическое ожидание и дисперсию 2σ , независящею от номера кана-
ла, то ковариационная MLML×  матрица ( )zvR  имеет блочно диагональ-

ную структуру вида: 

( )
( )

( )















=

z

z

z

L

L

v

R

R

R

0

0

Ο ,                                  (3.47) 

где: элементы ( ){ }zr ji,  LL×  матрицы ( )zLR  имеют вид: 

( ) ∑
−−−

=

−=
jit

k

kji
ji zzzr

1

0

22
, σ                                     (3.48) 

В частном случае, когда 0=z , ( ) IR 20 σ=L . 

Если 12 −≥ Lt  и статистика информационной последовательности 
такова, что найдется такое 0zz = , при котором квадратная матрица 

( )0zxR  имеет полный ранг, то если выполняются условия теоремы Т3, 

нуль-пространство оператора sH  может быть вычислено разложением по 

собственным векторам матрицы ( ) ( )00 zz vy RR − : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )0
*

0
2

120
2
1000 0,...,0,,..., zzzdiagzzz

Lvy EERR −=− λλ , 

где: ( )0zE  - MLML×  матрица собственных векторов.  

Пусть ( )0zU  - 12 −−× LMLML  матрица собственных векторов 

матрицы ( ) ( )00 zz vy RR − , соответствующая нулевым собственным значе-

ниям. 
Тогда система 12 −− LML  линейных однородных уравнений 

( ) 00
* =xU z  для ML  неизвестных имеет ровно 12 −L  нетривиальных ре-

шений, которые можно записать в виде: 

 ( ) 00
* =sz HU .                                            (3.49) 

Поскольку матрица ( ) ( )00 zz vy RR −  формируется как выборочная 

ковариация, то для оценки канала мы можем использовать метод наи-
меньших квадратов, т.е.: 

( )
2

2
0

*

1||||

ˆminargˆ
sz HUh

h =
= ,                              (3.50) 
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где: ( )0
*ˆ zU  матрица, собственных векторов матрицы 

( ) ( )00
ˆ zz vy RR − , соответствующая нулевым собственным значениям; 

( )0
ˆ zyR  - выборочная ковариация. 

 В частном случае, когда отсчеты информационной последователь-

ности некоррелированны, то элементы ( ){ }zr
x

ji,  1212 −×− LL  матрицы 

( )zxR  имеют вид: 

( ) ∑
−−−

=

−=
jit

k

kji
x

x
ji zzzr

1

0

22
, σ .                                    (3.51) 

Причем ( )( ) 12 −= Lzrank xR  для любого z  и  ( ) IRR 20 xxx σ== . 

Перепишем (3.45) в виде: 
( ) ( ) ( )kkk M vxHy +=                                     (3.52) 

где: W8k −= ,...,0 , где W - параметр окна.  
Представим выход системы в виде вектора длины 8M : 

( ) ( ) ( )( ( ) ( ))1,...,,,...1,..., 11 −+−+= WkykyWkykyk MM
Ty . 

Выборочная ковариационная матрица последовательности векторов 
выходного сигнала имеет вид: 

∑
−

=+−
=

W8

k

y kk
W8 0

* )()(
1

1
yyR .                                 (3.53) 

В соответствии с (3.46) при ∞→8  эта матрица имеет следующую 
структуру:  

22* σσ ⋅+⋅= IHHR xssy .                                  (3.54) 

Т.к. xR  имеет полный ранг, то нуль-пространство оператора sH  

может быть вычислено разложением по собственным векторам матрицы 

yR : 

{ } *222222
1 ,...,,,..., EER ⋅++⋅= + σσσλσλ WLy diag , 

где: E  - матрица собственных векторов.  
Поскольку yR  - эрмитова, можно показать, что при выполнении 

условий идентифицируемости теоремы Т2 и выбора параметра W=L+1:  
2*

1||||
||||minargˆ

snHEh
h =

= ,                                     (3.55) 

где: ],...,[ 1 MWWLn eeE ++= . 
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Как указано в [49,48], метод канального подпространства практиче-
ски совпадает с методом взаимных корреляций для 2=M . Погрешность 
метода примерно равна погрешности метода МП. Метод подпространства 
также как и другие методы, рассмотренные в данной главе, требует апри-
орного знания длины канала. 
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Глава 4.  

МЕТОДЫ СЛЕПОЙ ИДЕНТИФИКАЦИИ СКАЛЯРНОГО 
КАНАЛА    

 
В этой главе мы рассмотрим задачу слепой идентификации скаляр-

ного канала. Условия слепой идентифицируемости канала для этого случая 
сформулированы в теореме Т.6 для случая детерминированной и в теоре-
мах Т.7 и Т.8 для статистической идентификации.  

Жесткие ограничения возможностей слепой идентификации скаляр-
ного канала в детерминированном случае, сформулированные в теореме 
Т.6 существенно ограничивают область применения этих методов. Поэто-
му в этом разделе мы будем рассматривать задачу слепой идентификации 
в статистической интерпретации. 

Основной подход при слепой статистической идентификации это 
метод моментов, суть которого, в замене уравнений, связывающих сигна-
лы на входе и выходе системы, уравнениями, связывающими соответст-
вующие моментные функции.  

 
4.1. Некоторые методы слепой идентификации, основанные на 
использовании моментных функций 
 
Исторически основные проблемы статистической идентификации 

неизвестной неминимально-фазовой характеристики канала связывались с 
невозможностью восстановления фазочастотной характеристики (ФЧХ) 
канала по моментам гауссовых распределений выходных сигналов при 
стационарном входе.  

В этой связи естественно, что первые результаты по «слепой» иден-
тификации были получены для информационных последовательностей, 
имеющих существенно негауссову статистику, поскольку в этом случае 
спектры высших порядков (обычно используется биспектр или триспектр) 
сохраняют информацию о ФЧХ канала [6,16].  

Следующим относительно недавним этапом в развитии методов 
«слепой» идентификации каналов связи стало использование свойств пе-
риодически стационарных случайных последовательностей, возникающих 
в результате структурных особенностей систем последовательной переда-
чи дискретных сообщений  (см. например [13]). При этом для восстанов-
ления фазовой информации использовались статистики 2-го порядка избы-
точно дискретизированного сигнала в приемнике (1.11).   

К относительно недавним результатам в данной области можно от-
нести алгоритмы, основанные на анализе систем периодически стационар-
ных по входу (одна из первых публикаций [23]). В этом случае для систем 
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связи  используется периодическая модуляция информационных сигналов 
при передаче, или возникает естественным образом, например в результате 
наличия «тихих битов» в системах TDMA (Рис.1.2.б).  

Независимо от этих исследований, применительно к проблеме 
оценки неизвестной передаточной функции пространственно-временного 
канала РЛС с синтезированной апертурой в  [35,50,51] также развивался 
подход, основанный на нестационарной модели входных сигналов. 

В рамках данного подхода мы полагаем, что мы имеем некоторое 
множество доступных для обработки реализаций сигнала на выходе сис-
темы, сигналы на входе которой описываются моделью нестационарного 
процесса. 

 
4.1.1. Моментное описание нестационарных по входу линейных 
систем 
Рассмотрим непрерывную модель идентифицируемой системы типа 

(1.6) и (1.13). При этом достаточно широкий класс пространственно-
временных каналов радиолокации и связи может быть описан моделью 
свертки неизвестной импульсной характеристики и некоторого множества 
реализаций информационного, в общем случае, нестационарного случай-
ного процесса на фоне аддитивного шума, т.е.: 

( ) ( ) ( ) ( )ntndntxhnty ;;; +−= ∫
+∞

∞−

τττ ,                          (4.1) 

где: n  - номер реализации информационной последовательности. 
Статистические характеристики случайного процесса на входе и 

выходе системы (4.1) могут быть полностью описаны моментными, куму-
лянтными или квазимоментными функциями [52,53]. 

Моментной функцией случайного процесса ( )ty  k -го порядка на-

зывают функцию r  переменных вида: 

( ) ( ) ( ){ }r
kk

r
kk

y tytyttm rr ...,..., 11
,..., 11 M=                      (4.2) 

где: rkkk ++= ...1 . 

Любая моментная функция случайного процесса ( )ty   

( )r
kk

y ttm r ,...,1
,...,1  может быть получена соответствующей подстановкой 

переменных rtt ,...,1  из симметричной моментной функции вида: 

( ) ( ) ( ){ }kky tytyttm ...,..., 11 M=                                  (4.3) 
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Заметим, что симметричную моментную функцию ( )ky ttm ,...,1  

можно определить, дифференцируя соответствующую k -мерную характе-
ристическую функцию случайного процесса [53]: 

( ) ( )
( )

0,...,0
1

11
1

1

...

,;...;,
,...,

==














∂∂

Θ∂
−=

kuu
k

kky
k

k
ky

uu

tutu
jttm          (4.4) 

Часто более удобно использование кумулянтных функций, которые 
определяются следующим выражением: 

 ( ) ( )
( )( )

00
1

11
1

1

ln

==














∂∂

∂
−=

k,...,uu
k

kky
k

k
ky

u...u

,t;...;u,tuΘ
j,...,ttα ,      (4.5) 

Кумулянтные функции могут быть вычислены, используя известные 
линейные соотношения через соответствующие моментные функции [53].  

Используя введенное в [53] понятие кумулянтных скобок и их свой-
ства, кумулянтные функции случайного процесса ( )ty  можно определить 

также в виде: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }kkky t...ytycumt...yty,...,ttα 111 == .                   (4.6) 

Используя свойства линейности кумулянтных скобок, мы можем 
легко получить соотношения между кумулянтными функциями на входе и 
выходе линейной системы. 

Если ( )kx tt ,...,1α  - k-я симметричная кумулянтная функция входно-

го нестационарного случайного процесса ( )tx  и ( )kn ,...,ttα 1  - кумулянтная 

функция шума, то в соответствии с [53] кумулянтные функции процесса 
y(t) можно записать в виде: 

( )

( ) ( ) ( ) ( )knkkkxk

ky

,...,ttα...dτdτt,...,τtτατ...hτh...

,...,ttα

11111

1

+−−=

=

∫ ∫
∞+

∞−

∞+

∞−

.  (4.7) 

Представление (4.7) можно значительно упростить, если использо-
вать понятие кумулянтного спектра. 

Пусть ( )ky ,...,ttα 1  - k-я симметричная кумулянтная функция неста-

ционарного случайного процесса y(t), тогда кумулянтный спектр k-го по-
рядка определяется следующим выражением: 
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( ) ( ) ( )( ) kkkkxky ...dtdttω...tωj,...,ttα...,...ωωF 11111 exp∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

++−= . (4.8) 

Достаточным условием существования кумулянтного спектра явля-
ется условие абсолютной интегрируемости последовательности кумулянт-
ных функций.  

Известно, что идея спектрального представления кумулянтных 
функций принадлежит А.Н. Колмогорову [6]. Помимо термина «куму-
лянтный спектр» в литературе также используются термины «поли-
спектр», «спектр высшего порядка», «спектральный кумулянт».  

Если ( )kx ,...ωωF 1  k-й спектральный кумулянт нестационарного 

процесса ( )tx , то связь между входными и выходными кумулянтными 

спектрами описывается следующим выражением: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )knkxkky ,...,ωωF,...,ωωFω...HωH,...,ωωF 1111 += ,    (4.9) 

где: ( )ωH  - передаточная функция канала. 

Существо статистического подхода к слепому оцениванию переда-
точной функции канала можно сформулировать как задачу решения инте-
грального уравнения типа (4.7) во временной области и алгебраического 
уравнения типа (4.9) в спектральной. 

Рассмотрим некоторые простые примеры случайных процессов 
( )tx .  

Пример 4.1. Пусть ( )tx  - стационарный случайный процесс, тогда 

уравнение (4.9) принимает вид: 
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )knkxkk

ky

,...,ωωF,...,ωωFω...ωδω...HωH

,...,ωωF

1211

1

+++=

=
.    (4.10) 

где: ( )ωδ  - функция Кронекера. 

Уравнение (4.10) разрешимо относительно ФЧХ, только если про-

цесс ( )tx  негауссов (см. подробнее в [10]).  

Пример 4.2. Пусть  ( )tx  - нестационарный по дисперсии случайный 

процесс. Тогда ( ) ( ) ( )txttx ′=σ , где ( )tx′  - стационарный процесс с нулевым 

м.о. и σ(t)≠0. Уравнение (4.9)  в этом случае примет вид: 
( )
( ) ( ) ( ) ( )knkkxk

ky

,...,ωωF,...,ω,ωω...ωFω...HωH

,...,ωωF

1211

1

+++=

=
.     (4.11) 

Уравнение (4.11) разрешимо для любых k≥2, т.е. и в гауссовом слу-
чае. Такая модель была успешно использована для решения задачи иден-
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тификации пространственно-временного канала РСА по статистикам вто-
рого порядка [35,50,51].  

Для систем связи уравнение (4.11) можно получить путем использо-
вания дополнительной амплитудной модуляции сигналов на передаче. От-
метим, что [5], является в некотором смысле частным случаем данного 
подхода, поскольку в [5] предполагается дополнительное условие перио-
дичности функции σ(t). 

Пример 4.3. Пусть ( )tx  - нестационарный по среднему значению 

случайный процесс, т.е. ( ) ( ) ( )txtatx ′+= , где ( )tx′  - стационарный процесс 

с нулевым математическим ожиданием, тогда: 
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )kn

kxkkk

ky

,...,ωωF

,...,ωωFω...ωδω)...AA(ωω...HωH

,...,ωωF

1

2111

1

+

++++=

=

′ . (4.12) 

Очевидна возможность идентификации в данном случае по стати-
стикам даже первого порядка, поскольку этот способ предусматривает на-
личие в информационной последовательности тестового сигнала.  

Отметим при этом, что наряду с хорошо отработанными алгоритма-
ми идентификации по тестовым сигналам, в данном контексте  возможна 
оценка канала по неизвестной тестовой последовательности и информаци-
онному сигналу одновременно.  

Пример 4.4. Пусть  ( )tx - случайный процесс с нестационарной по 

времени частотной структурой, т.е. ( ) ( )( )ttxtx µ−′= , где ( )tx′  - стационар-

ный процесс с нулевым математическим ожиданием и ( ) 0≥′ tµ , тогда 

уравнение (4.9) примет вид типа (4.11). Этот способ идентификации также 
может быть использован, например, для систем связи использующих 
ВИМ, ШИМ или ЧИМ вид модуляции. 

 Пример 4.5. Пусть ( )tx  - случайный периодически коррелирован-

ный случайный процесс [54,16] общего вида, тогда уравнение (4.9) примет 
вид:   

( ) ( ) ( )

( )kn

m m

k
x

kky

,...,ωωF
T

πm
ωδ...

...
T

πm
ωδ

T

πm
,...,

T

πm
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k
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1

1

1
1

1

11
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222

1
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−⋅

⋅
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⋅=

∑ ∑                  (4.13) 

В данном случае задача идентификации сводится к (4.11) только в 
дискретном множества точек спектральных кумулянтов нестационарного 
процесса. Можно показать также, что все рассмотренные выше пути воз-
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никновения нестационарности входных процессов можно распространить 
на этот случай при дополнительном условии периодичности функций σ(t), 
a(t) и µ(t).  

При таком подходе появляются дополнительные условия иденти-
фицируемости канала:  

1) Если нули канала кратны 1/T, то ( ) ( )knky ,...,ωωF,...,ωωF 11 =  и 

идентификация невозможна. 
2) Если нули канала не кратны 1/T, то мы имеем отсчеты переда-

точной функции канала, взятые с шагом 1/T. Тогда для одно-
значного восстановления финитной импульсной характеристи-
ки канала (например, ИХ ограниченной временным интервалом 
( )max,0 τ ), в соответствии с теоремой Котельникова maxτ>T . 

Рассмотрим некоторые очевидные пути решения уравнений (4.7) и 
(4.9) для нестационарного входа.  

Пусть мы имеем выборочные оценки кумулянтных функций 
( )21,...,ttαy

)
, полученные в результате усреднения некоторого множества 

реализаций. 
Общим условием идентифицируемости канала можно считать усло-

вие (4.14), которое должно выполняться в заданной полосе частот канала. 
( ) 01 ≠kx ,...,ωωF .                                       (4.14)   

Тогда: 

( ) ( )
( ) ( )

( )kx

knky
k

,...,ωωF

,...,ωωF,...,ωωF
ωH..ωH

1

11
1 .

−
=

)
))

,                  (4.15) 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) kkkxknky

k

...dτdτt,...,τtτα,...,ττα,...,ττα...

th...th

111
1

11

1

−−−=

=

−
∞+

∞−

∞+

∞−
∫ ∫

)

))

,  (4.16) 

( ) ( )( ) ( )
k

ttj
kxkx ddeFtt kk ωωωωα ωω ...,...,...,..., 1

...1
11

1 11∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

++−− = .  

(4.17) 
Решение (4.7) и (4.9) в аналитической форме можно записать, если 

положить в левой части выражений (4.15) и (4.16)  t2=…=tk=0 и 
ω2=…=ωk=0 соответственно. Очевидная избыточность данных решений 
позволяет в некоторых случаях значительно ослабить условие (4.14).  

В принципе, как это уже отмечалось выше, решение задачи стати-
стической слепой идентификации для систем с нестационарным входом 
возможно по статистикам уже 2-го порядка.  
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Рассмотрим решение уравнения  (4.9) в этом случае.  
Перепишем (4.15) в виде: 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )2

*
1

21

2121
21 ,

ˆ
ˆ ωHωH

ωωF

ω,ωFω,ωF
,ωωB

x

ny ≅
−

−−−
=              (4.18) 

В этом выражении равенство достигается только, если 

( ) ( )2121
ˆ ω,ωFω,ωF yy −=− . Поскольку мы имеем оценку кумулянтного 

спектра с некоторой погрешностью, то в качестве оценки передаточной 

функции мы можем взять ( )ωĤ  наиболее близко соответствующую равен-

ству (4.18) в соответствии с выбранным критерием оптимальности. 
Воспользуемся методом наименьших квадратов, тогда:  

 ( )
( )

( ) ( ) ( ) 





 −=

=

2

2
*

121
1

ˆminargˆ ωHωH,ωωBωH
ωH

,               (4.20) 

где: 

( ) 21
2

21
2

, ωωωω ddff ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

= .                           (4.21) 

Пусть левая часть уравнения (4.18) пронормирована таким образом, 

что ( ) 1ˆ 2
21 =,ωωB , тогда (4.20) можно записать в виде: 

( )
( )

( ) ( ) ( ) 
























= ∫ ∫

+∞

∞−

+∞

∞−=
212

*
121

1

ˆRemaxargˆ ωω ddωHωH,ωωBωH
ωH

.           (4.22) 

Для нахождения экстремума функционала в (4.22) с ограничением 
вида ( ) 1=ωH  (4.22) можно записать в виде: 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) 












+
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+∞

∞−

+∞

∞−

2
212

*
121

ˆRemaxargˆ ωHddωHωH,ωωBωH
ωH

λωω . 

В соответствии с [55] необходимое условие экстремума (4.22) мож-
но получить в виде: 

 ( ) ( ) ( )21121
ˆ ωHdωH,ωωB λω =∫

+∞

∞−

,                               (4.23) 

где λ  - множитель Лагранжа.  
Т.е. оценка передаточной функции канала является собственной 

функцией  эрмитова ядра в уравнении (4.23). 
Из (4.23) легко получить, что:  
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( ) ( ) ( ) ( )λ−=− 12ˆ
2

2
*

121 ωHωH,ωωB ,                       (4.24) 

где 1≤λ . 

В соответствии с (4.20) решением оптимальным с точки зрения ме-

тода наименьших квадратов является собственная функция ядра ( )21
ˆ ,ωωB , 

соответствующая максимальному собственному числу. 
Возможность статистической слепой идентификации канала по мо-

ментным функциям случайного процесса 2-го порядка на выходе канала  
обеспечивается приданием в общем случае стационарному информацион-
ному сигналу дополнительных нестационарных свойств, способствующих 
последующей слепой идентификации. При этом модель периодически 
коррелированного процесса на входе является частным случаем для общей 
нестационарной модели пространственно-временного канала. 

Приведем некоторые известные факты для стационарного случая 
(пример 4.1). Кумулянтный спектр 2-го порядка на выходе линейной сис-
темы имеет вид: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )212212121 ,ωωFωFωωδωHωH,ωωF nxy ++=           (4.25) 

 Данная функция отлична от нуля, только если 021 =+ωω , и в этом 

случае мы имеем соотношение только для модуля передаточной функции 
системы: 

( ) ( ) ( ) ( )111
2

111 ω,ωFωFωHω,ωF nxy −+−=−                       (4.26) 

В отсутствии шума хорошо известное соотношение (4.26) устанав-
ливает связь между энергетическими спектрами стационарного случайного 
процесса на входе и выходе линейной системы.  

Если процесс ( )tx  гауссовский, то кумулянтный спектр больше чем 

второго порядка равен нулю, т.е. наши возможности для идентификации 
передаточной функции канала в этом случае исчерпаны. 

Если ( )tx  - негауссовский стационарный случайный процесс, то мы 

можем использовать для идентификации кумулянтные спектры более вы-
сокого порядка. 

Пусть ( )tn  - белый гауссовский шум, ( )tx  - негауссовский белый 

шум. В этом случае кумулянтный спектр 3-го порядка на выходе линейной 
системы   отличен от нуля, только если в (4.10) 321 ωωω −=+  кроме того, 

( ) 0, 321 =ω,ωωFn  и ( ) cω,ωωFx =321 , , тогда: 

 ( ) ( ) ( ) ( )21
*

212121 , ωωHωHωcHωω,ωωFy +=−− .                 (4.27) 
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Левая часть данного равенства является функцией двух переменных 
и называется биспектром случайного процесса ( )ty . 

В [6] можно найти достаточное количество разнообразных алгорит-
мов решения уравнения (4.27) и обширную библиографию по данному 
вопросу. 

Здесь мы приведем только алгоритм Бриллинджера [6]. В соответ-
ствии с этим алгоритмом АЧХ канала восстанавливается из соотношения 
(4.26) в области энергетического спектра. ФЧХ канала ( ( ) ( )[ ]ωHω arg=ϕ ) 

восстанавливается в биспектральной области, используя следующее ре-
куррентное уравнение: 

 ( ) ( ) ( )













Ω−ΩΩ−ΩΩ= ∫∫

∞∞

00

,2
1

dd ωψϕ
ω

ωϕ                    (4.28) 

здесь: ( ) ( )[ ]ω,ωFy −Ω−Ω=Ω ,arg,ωψ . 

Для слепой идентификации систем связи, использующих цифровую 
квадратурную амплитудную модуляцию, применяется кумулянтный 
спектр стационарного сигнала  4-го порядка (триспектр) [6,16]. 

 
4.1.2. Оценка передаточной функции дискретного канала по ку-
мулянтному спектру 2-го порядка 
Возвращаясь к дискретно-временной модели системы вида (1.10) 

будем считать, что задача слепой идентификации означает оценку им-
пульсной характеристики канала по семейству наблюдаемых реализаций 
y(n), n=0…8+L-1 образованных последовательностью информационных 
отсчетов x(n), n=0…8 передаваемых по каналу блоками с использованием 
паузы длины L (Рис.1.3.б).  

С целью идентифицируемости канала по статистикам не более 2-го 
порядка рассматривается система с нестационарным входом, показанная 
на Рис.1.2. 

Как было показано выше для идентификации канала с нестационар-
ным входом необходимо решить алгебраическое уравнение (4.11) для ку-
мулянтных спектров 2-го порядка.  

В дискретном случае: 
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В этом выражении мы полагаем известными кумулянтные спектры  
информационной последовательности и шума, а кумулянтный спектр по-
следовательности отсчетов на выходе канала оценивается непосредственно 
по наблюдаемым реализациям y(n). 

Аналогично (4.15) и (4.16) алгоритмы решения уравнения (4.29) от-
носительно неизвестной передаточной функции канала можно получить из 

предположения, что это уравнение справедливо для оценки ( )mnFy ,ˆ . То-

гда решение в аналитическом виде получим, положив в (4.29) n=0.  
В этом случае передаточная функция с точностью до постоянного 

множителя может быть найдена непосредственно по формуле (4.15) при 
соблюдении условия ( ) 0≠mFx . 

( )
( ) ( )

( )
( )mF

mF

m8mF
mH x

x

y *
2
00,ˆ

ˆ
δ−

= .                             (4.30) 

Алгоритм [51], не требующий априорного знания спектрального 
момента информационной последовательности и дающий оценку переда-
точной функции канала с точностью до комплексного множителя и линей-
ного фазового набега можно получить, положив в (4.29) n=m+1. 
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При использовании данных алгоритмов, погрешность оценивания 
передаточной функции является следствием не только  аддитивного шума, 
но и погрешностью оценки ковариационной матрицы выходной последо-
вательности. Блок-схема, показанная на Рис.4.1, отражает основные этапы 
алгоритма обработки. 

Следующий алгоритм является дискретным аналогом алгоритма 
(4.20) и минимизирует средний квадрат ошибки между аналитическим и 
выборочным решением уравнения (4.18) при условии нормировки энергии 
передаточной функции к единице при соблюдении условия ( ) 0≠mFx . 
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где: 
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 М ассив принятых сигналов 

FFT  

Оценка 1-й диагонали 
ковариационной матрицы  

Оценка 2-й диагонали 
ковариационной матрицы  

Оценка фазы  

Интегрирование фазы 

Оценка передаточной функции 

Оценка модуля 

 
Рис.4.1. Алгоритм оценки передаточной функции по двум диагоналям куму-

лянтного спектра 2-го порядка. 

 
Как было отмечено выше, решением в данном случае является соб-

ственный вектор, соответствующий максимальному собственному числу 

эрмитовой матрицы, элементами которой являются ( ){ }m,nB̂ .  

Погрешность оценки произвольной передаточной функции канала 
при использовании перечисленных алгоритмов для гауссова случая может 
быть оценена сверху как дисперсия оценки передаточной функции неис-
кажающего канала: 
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В этом выражении M – число реализаций, TFR(m) – отношение 
|Fx(m)|/|Fx(0)|, S8R – отношение сигнал-шум, определенное как |Fx(0)|/80. 

В соответствии с (4.33) погрешность оценки передаточной функции 
канала, помимо всего прочего, определяется видом нестационарной моду-
ляции информационной последовательности.  

Проведенное математическое моделирование алгоритмов (4.31) и 
(4.32) (Рис.4.3, Рис.4.4, Рис.4.5) иллюстрирует особенности применения 
этих алгоритмов для различных типов модулирующих последовательно-
стей (Рис.4.2).  

На Рис.4.3 показана зависимость средней по времени нормирован-
ной мощности интерференционной помехи (приемлемый уровень – 
0.01…0.03 достигается при L≈8) для случая, когда нестационарная моду-
ляция уже является следствием наличия защитной паузы, т.е. используется 
последовательность типа А. 
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Рис. 4.2. Виды модулирующих последовательностей, использованные при мо-

делировании. 
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Рис. 4.3. Средняя мощность интерференционной помехи при модуляции типа 
А, в зависимости от L/(8+L), а) – алгоритм (4.31), M=100, b) – алгоритм (4.32), 

М=100, c) – алгоритм (4.31), М=10,   d) – алгоритм (4.32), М=10. 
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Рис. 4.4. Средняя мощность интерференционной помехи при модуляции типа 
В, в зависимости от Pmax/Pmin, а) – алгоритм (4.31), M=10, b) – алгоритм (4.32), 

М=10, c) – алгоритм (4.31), М=5,   d) – алгоритм (4.32), М=5. 
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Рис. 4.5. Средняя мощность интерференционной помехи при модуляции типа 

C, в зависимости от L/(8+L)эф, а) – алгоритм (4.31), M=100, b) – алгоритм 
(4.32), М=100. 
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Анализ этих данных показывает, что для последовательностей типа 
A и C предпочтительнее использование 2-х диагонального алгоритма 
(4.31), для последовательности B более эффективен алгоритм (4.32). 

Данное обстоятельство объясняется тем, что для модулирующей по-
следовательности типа А не выполняется условие (4.14). Последователь-
ность типа В также дает близкие к нулю значения ( )mFx .   

 
4.2. Методы, основанные на полиномиальных статистиках 
 
Если выходная последовательность имеет конечную длину, то вы-

ражение (1.10) можно записать в виде произведения полиномов положи-
тельной степени над полем комплексных чисел [ ]zC : 

( ) ( ) ( )( ) ( )  ,,1 zvzxzhzy nL += −π    (4.34) 

где: 
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Оператор проектирования ( )( )zxmk,π  отображает полином ( )zx  

степени ( )1−+ km  в полином степени ( )2−− km , обнулением первых k  

младших и k  старших коэффициентов полинома и делением на 1−kz . 
Модель системы в виде (4.34) описывает все особенности структур 

входных сигналов, в том числе и случай бесконечной дискретной последо-
вательности на входе.   

В отличие от традиционного в ЦОС использования представления 
дискретных сигналов их Z-преобразованиями мы представляем сигналы 
элементами кольца полиномов от одной переменной.  

Напомним, что кольцом называется множество элементов, на кото-
ром определены операции сложения и умножения, обе коммутативны и 
ассоциативны, связаны законом дистрибутивности, причем сложение об-
ладает обратной операцией. Это означает, что кольцо незамкнуто относи-
тельно операции деления элементов. 

Само по себе такое представление мало что дает в контексте нашей 
задачи, т.к. поле комплексных чисел является алгебраически замкнутым. 
Это означает, что любой многочлен степени n  в этом поле в соответствие 
с основной теоремой алгебры имеет ровно n  корней. Поэтому любой мно-
гочлен в этом поле может быть факторизован в произведение линейных 
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множителей. Из этого следует, что представление (1.18) исчерпывается 
полиномами первой степени. 

Однако, вводя далее понятие полиномиальных статистик, мы смо-
жем перенести нашу задачу в более содержательное кольцо полиномов от 
нескольких переменных [ ]rzzz ,...,, 21C , где возможности для слепой иден-

тификации существенно расширяются.  
Примером этому факту, являются некоторые алгоритмы слепой 

идентификации многомерных пространственно-ограниченных сигналов, 
упомянутые в Гл.1. 

Т.о. объектом изучения в нашем случае являются случайные поли-
номы (3) и их линейные комбинации. 

Обычно, полиномы со случайными коэффициентами являются объ-
ектом изучения в математике в основном с точки зрения исследования ста-
тистики корней этих полиномов, что в свою очередь обусловлено исследо-
ванием свойств детерминантов случайных матриц и рядом других прило-
жений [56].  

В данной работе мы будем рассматривать случайные полиномы как 
комплексные случайные поля, определенные на комплексной плоскости. В 
этом случае естественно определить моментные и кумулянтные функции 
этих случайных полей, которые будут уже полиномами от многих пере-
менных.  

Мы будем называть эти функции полиномиальными моментами и 
полиномиальными кумулянтами по аналогии с моментными и кумулянт-
ными функциями. Данное определение было по видимому впервые ис-
пользовано в [60,61].  

Несмотря на то, что сформированные таким образом случайные по-
ля относятся к классу  векторных случайных полей и на первый взгляд 
подобное  представление случайных векторов лишь усложняет их описа-
ние, однако, как мы покажем далее, для решения рассматриваемых задач, 
мы сможем использовать успешно развивающийся в последние годы ма-
тематический аппарат созданный в рамках алгебраической  геометрии [57]. 

Данный подход был представлен в работах [60-66]. 
Предпосылками использования полиномиальных представлений в 

ЦОС являются следующие результаты: 
1. Теорема Гильберта о конечности базиса кольца многочленов      

(Д. Гильберт, 1890г.); 
2. Теорема Гильберта о нулях (Д. Гильберт, 1893г.); 
3. Открытие базисов Грёбнера полиномиального идеала (Б. Бух-

бергер, 1965г.); 
4. Метод Тринкса вычисления базиса Грёбнера 0-мерного идеала   

(В. Тринкс, 1978г.) 
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5. Теорема Айзингера-Штеттера о сведении системы полиноми-
альных уравнений к задаче сингулярного разложения (В. Ай-
зингер, Дж. Штеттер, 1988г.); 

6. Развитие методов и алгоритмов и программ компьютерной ал-
гебры (AXIOM, REDUCE, MACSYMA, Macaulay, и др.). 

 
4.2.1. Полиномиальные статистики и их свойства 

 Пусть n
C∈x  - комплексный случайный вектор, описываемый 

плотностью вероятности ( )nx xxf ,...,1 , определенной в nR 2 . 

Будем называть полиномиальным моментом порядка ( )mk + , 

k=k1+k2+…+kr, m=m1+m2+…+mr случайного вектора x  полином r пере-
менных принадлежащий кольцу [ ]rzzC ,...,1  над полем комплексных чисел 

сформированный следующим образом: 
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Очевидно, что набор определенных таким образом полиномиальных 
моментов полностью определяет функцию плотности вероятности и ха-
рактеристическую функцию комплексного случайного вектора образован-
ного r значениями случайного полинома ( ) [ ]zCzx ∈  в точках { }Rzz ,...,1 . 

Получим соотношения, связывающие характеристические функции 
значений случайного полинома и полиномиальные моменты. 

Пусть 




 −= ImRe

2

1
ωω jp , тогда одномерную характеристиче-

скую функцию случайного полинома можно определить в виде: 

( ) ( ) ( )( )( ){ }**exp pzxpzxjp +=Θ M .                          (4.36) 
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получим: 
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где: 








m

k
- биномиальный коэффициент. 
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Заметим, что характеристическая функция случайного полинома 
также является полиномом 2-х переменных бесконечной степени, т.е. 
формально  ( )zp,Θ  ∈  [ ]zpC , . 

Характеристическую функцию r  значений случайного полинома 
можно записать в виде: 

( ) ( ) ( )( )
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Аналогично (4.37), получим следующее соотношение: 
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где: ( )ImRe

2

1
iii jp ωω −= .  

Плотность вероятности комплексных коэффициентов случайного 
полинома может быть найдено вычислением r2  - мерного обратного пре-
образования Фурье от характеристической функции (4.39). 

Без потери общности при решении наших задач далее мы будем рас-
сматривать случайные полиномы с вещественными коэффициентами, ко-
торые по-прежнему являются элементами кольца [ ]zC . 

В этом случае мы можем несколько упростить алгоритм формиро-
вания полиномиальных моментов, используя очевидное соотношение 

( ) ( )** zxzx = . 

Тогда любой полиномиальный момент вида (4.35) может быть по-
лучен выбором соответствующего сечения симметричного полиномиаль-
ного момента, заданного следующим выражением: 

( ) ( ) ( ){ }lll
x zxzxzzzP ⋅⋅= ...,...,, 121 M .                        (4.40) 

Соотношение, связывающее моменты (4.35) и (4.40) можно записать 
в виде: 
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где сечение 
rr mmkk ,...,,,..., 11

Ω  задано следующей системой равенств: 
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Т.о. случайный полином с вещественными коэффициентами может 
быть полностью описан набором симметричных полиномиальных момен-
тов вида (4.40). 

Рассмотрим теперь линейные комбинации случайных полиномов и 
свойства их полиномиальных моментов. 

Пусть ( ) ( ) ( )zxzhzy =  - произведение случайного полинома ( )zx  и 

неслучайного полинома ( )zh , тогда легко показать, что: 

( ) ( ) ( ) ( )ll
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zhzhzzPzzP ...,...,,..., 111 = .            (4.43) 

Пусть ( ) ( ) ( )zxzxzy 21=  - произведение случайных независимых по-

линомов ( )zx1  и ( )zx2  (т.е. полиномов с независимыми векторами коэф-

фициентов 1x  и 2x ), тогда: 
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Пусть ( ) ( ) ( )zxzxzy 21 +=  - сумма случайных независимых полино-

мов ( )zx1  и ( )zx2 , тогда справедливы следующие соотношения: 
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Из последнего выражения видно, что полиномиальные моменты не 
коммутируют сумму независимых случайных полиномов. В частном слу-
чае, когда симметричные полиномиальные моменты 1-го порядка  незави-
симых случайных полиномов равны нулю, то коммутируются полиноми-
альные моменты не более 3-го порядка. 

Последнее обстоятельство заставляет нас обратиться к обобщенным 
корреляциям или кумулянтам значений случайных полиномов и опреде-
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лить симметричные кумулянтные полиномиальные моменты по аналогии с 
обычными кумулянтными функциями в соответствии с [53,58]. Кроме то-
го, кумулянты, в отличие от моментов, могут задавать различные распре-
деления вероятностей в известной степени независимо [53]. 

Определим полиномиальный кумулянт порядка ( )mk + , 

k=k1+k2+…+kr, m=m1+m2+…+mr случайного вектора x  как полином r пе-
ременных принадлежащий кольцу [ ]rzzC ,...,1 : 

( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }rr

rr

m
r

mk
r

k

rmmkk
x

zxzxzxzxcum

zzzK

*
1

*
1

21,...,,,...,

......

,...,,

11

11

=

=
.                (4.46) 

Симметричный полиномиальный кумулянт зададим следующим 
выражением: 

( ) ( ) ( ){ }ll
x
l

zxzxcumzzzK ...,...,, 121 = .                        (4.47) 

Связь между симметричными полиномиальными кумулянтами и 
моментами случайного полинома в соответствии с [53] можно записать в 
виде: 

( ) ( )
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 (4.48) 

где { }s - скобки симметризации. 

Свойства кумулянтов линейных комбинаций случайных полиномов 
аналогичны свойствам соответствующих полиномиальных моментов. 

Пусть ( ) ( ) ( )zxzhzy =  - произведение случайного полинома ( )zx  и 

неслучайного полинома ( )zh , тогда: 

( ) ( ) ( ) ( )ll
x
ll

y
l

zhzhzzKzzK ...,...,,..., 111 = .            (4.49) 

Если ( ) ( ) ( )zxzxzy 21 +=  - сумма случайных независимых полино-

мов ( )zx1  и ( )zx2 , тогда: 
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( ) ( ) ( )l
x

ll
x

ll
y
l zzKzzKzzK ,...,,...,,..., 111

21 += .                 (4.50) 

Связь характеристической функции r  значений случайного поли-
нома и набора полиномиальных кумулянтов можно записать в виде: 
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Для каждого полиномиального кумулянта 

( )rmmkk
x

zzzK rr ,...,, 21,...,,,..., 11  мы можем определить множество точек в 

пространстве r
C  на котором значение полиномиального кумулянта равно 

нулю: 

( ){ }0,...,,: 21,...,,,...,,...,,,..., 1111 =∈=Ξ rmmkk
xr

mmkk
x

zzzKCz rrrr . (4.52) 

Заданное таким образом множество точек является множеством 
корней полинома кольца [ ]rzz ,...,1C  и называется аффинным многообра-

зием в пространстве r
C  [57]. 

Рассмотрим теперь роль полиномиальных кумулянтов в определе-
нии статистических связей между компонентами случайного вектора. 

Пусть ( )zx  ∈  кольцу [ ]zC  - случайный полином степени 1−n , за-

данный случайным вектором x  nR∈ , ( )1zx и ( )2zx  два различных значе-

ния случайного полинома ( )zx . 

Мы можем определить все возможные значения 21 zz ≠  для кото-

рых ( )1zx  и ( )2zx  некоррелированы, решив систему полиномиальных 

уравнений вида: 
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( )
( ) 
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x
rxxx Ι . (4.51) 

x
2Ξ  будем называть многообразием нулевой корреляции 2-го поряд-

ка случайного полинома ( )zx .   

Многообразие нулевой корреляции характеризует множество точек 

в 2
C  на котором любые два значения случайного полинома некоррелиро-

ваны. 
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Если мы сможем выбрать m  различных комплексных чисел 

{ }10 ,..., −mcc , так что любая пара, составленная из этих чисел ∈ x
2Ξ , то мы 

можем определить линейное проективное отображение вектора x  nR∈  в 

вектор y  m
C∈  вида: 

( )xVy 10 ,..., −= m
m
n cc .   (4.52) 

где: ( )10 ,..., −m
m
n ccV  - mn×  матрица Вандермонда. 

Данное отображение обеспечивает попарную некоррелированность 
компонент вектора y .  

Очевидно, что если распределение коэффициентов случайного по-

линома – гауссово, то значения полинома на x
2Ξ  не только попарно некор-

релированы, но и независимы, а отображение (4.52) является отображени-
ем независимости вектора x . Нелинейное преобразование независимости 
общего вида случайного вектора с известной интегральной функцией рас-
пределения предложено в [59]. 

Естественно задать вопрос: можем ли мы определить такое аффин-

ное  многообразие в 2
C , на котором два значения случайного полинома 

независимы в негауссовом случае?   
Для выполнения этого требования необходимо и достаточно одно-

временное равенство нулю всех смешанных полиномиальных кумулянтов 
старших порядков для 21 zz ≠ .   

Определим многообразие нулевой корреляции l -го порядка 2-х 
значений случайного полинома ( )zx  в виде:   

( )
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. (4.53) 

Тогда многообразие независимости 2-х значений случайного поли-
нома, соответствующего произвольному случайному вектору x  определя-
ется в виде: 

   Ι
∞

=

Ξ=Ξ
2l

x
l

x .                                               (4.54) 

Существование непустого многообразия независимости в данном 
контексте означает существование линейного проективного отображения 
независимости в отличие от нелинейных отображений независимости об-
щего вида предложенных в [59]. 

Рассмотрим несколько простых примеров. 
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Пример 4.6. Пусть ( )zx  ∈  кольцу [ ]zC  - гауссовский случайный 

полином степени 1−n , заданный случайным гауссовым вектором x  nR∈  
с нулевым математическим ожиданием, независимыми компонентами и 

дисперсией компонент 2σ . Тогда полиномиальные кумулянты для 2-х 
значений гауссовского случайного полинома имеют вид: 

( ) ( ) ( ) ( )
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        (4.55) 

Многообразие независимости значений случайного полинома имеет 
вид: 
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Выбор точек на многообразии независимости в принципе произво-

лен. Положим 1,...,0  ,
2

exp −=







= mi

n

i
jci
π

, 1
2

1
+




 +
=

n
m . Легко прове-

рить, что все несовпадающие пары { }10 ,..., −mcc  ∈  xΞ .  

Если построить многообразие, на котором равен нулю только вто-
рой полиномиальный кумулянт, то nm = , и получившееся преобразование 
будет дискретным преобразованием Фурье, что справедливо и в случае 
если коэффициенты полинома комплексные независимые гауссовские ве-
личины.   

Пример 4.7. Пусть ( )zx  случайный полином из примера 4.6. Пусть 

( )zh  - неслучайный полином. Построим преобразование независимости 

для случайного полинома ( ) ( ) ( )zxzhzy = . Заметим, что многообразие неза-

висимости в этом случае является объединением многообразий, т.е. 
xhy ΞΞ=Ξ Υ . Этот факт является следствием более общих свойств аф-

финных многообразий, а именно: произведение независимых случайных 
полиномов дает объединение их многообразий независимости. 

Многообразие hΞ  значений неслучайного полинома  ( )zh  имеет 

вид: 
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( ) ( )
( ) ( )
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==Ξ
.0
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21

*
21

zhzh

zhzhh                                         (4.58) 

Выберем m  точек такими же, как и в предыдущем примере. Допол-
ним их 1−L  точками, соответствующими корням неслучайного полинома 
( )zh . Тогда преобразование (4.52) даст 1−L  нулевых компонент и m не-

зависимых компонент вида ( ) ( )ii cxch , 1,...,0 −= mi .  

Обобщим многообразие нулевой корреляции l -го порядка 2-х зна-
чений случайного полинома (4.53) ) на случай r  значений случайного по-
линома в виде (в этом случае «корреляция» понимается в обобщенном 
смысле [58]):   

( )
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mkmklmmkk

zzKCz
rr .   (4.59) 

Т.о. x
l

Ξ  аффинное многообразие в r
C , на котором обращаются в 

ноль все смешанные полиномиальные кумулянты порядка l  принадлежа-
щие кольцу [ ]rzzC ,...,1 .  

Решение задачи нахождения многообразия нулевой корреляции или 
многообразия независимости в общем виде, требует использования аппа-
рата алгебраической геометрии и в частности базисов Грёбнера полиноми-
ального идеала [57]. 

Между аффинными многообразиями в r
C  и идеалами кольца поли-

номов [ ]rzzC ,...,1  существует тесная связь, которая позволяет использо-

вать аппарат коммутативной алгебры при решении некоторых задач алгеб-
раической геометрии [57]. 

Понятие идеала, является некоторым обобщением понятия подпро-
странства. Идеалом кольца полиномов [ ]rzzC ,...,1  называется такое под-

множество его элементов [ ]rzzCI ,...,1⊂ , для которого выполняются сле-

дующие условия: 
1. I∈0 ; 
2. если Igf ∈, , то Igf ∈+ ; 

3. если If ∈  и [ ]rzzCg ,...,1∈ , то Ifg∈ . 

Данное определение эквивалентно следующему утверждению.  
Идеалом I  называется подмножество кольца [ ]rzzC ,...,1 , опреде-

ляемое в виде: 
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1 ,              (4.60) 

где полиномы sff ,...,1  называются базисом идеала.  

Каждому аффинному многообразию в r
C  соответствует некоторое 

подмножество полиномов в [ ]rzzC ,...,1 , обращающихся в ноль на этом 

многообразии. Причем подмножество всех таких полиномов является 
идеалом этого кольца [57]. 

Так аффинному многообразию x
l

Ξ  соответствует полиномиальный 

идеал ( )x
l

I Ξ   в [ ]rzzC ,...,1  состоящий из всех полиномов, обращающихся в 

нуль на многообразии x
l

Ξ .  

Смысл привлечения понятия идеала в этом случае заключается в 

том, что при нахождении многообразия x
l

Ξ  мы можем заменить полино-

миальные кумулянты на более удобные для решения задачи полиномы ∈  

( )x
l

I Ξ . 

Анализируя (4.53) заметим, что последовательность ( )∑
=

Ξ=
l

i

x
il II

2

 

образует возрастающую цепь идеалов, т.е. ......32 ⊂⊂⊂⊂ lIII . 

В соответствии с теоремой Гильберта о базисе идеала любой идеал 
кольца [ ]rzzC ,...,1  конечно порожден [57]. Это значит, что найдется такое 

rl ≥0 , что последовательность идеалов при ∞→l   имеет вид: 

......
0032 ll IIII ⊂⊂⊂⊂  

Т.о. многообразие независимости полностью определяется базисом 
идеала порожденного конечным набором полиномов ∈

0l
I . Например для 

гауссовских случайных полиномов 20 =l . 

Для каждого идеала кольца [ ]rzzC ,...,1  можно определить беско-

нечное множество базисов, но существует единственный базис, обладаю-
щий рядом замечательных свойств. Это редуцированный базис Грёбнера. 
Одно из этих свойств это то, что этот базис часто содержит последова-
тельно исключенные переменные кольца [ ]rzzC ,...,1 , что позволяет легко 

найти решение любой системы полиномиальных моментов. Известен так-
же алгоритм нахождения такого базиса – алгоритм Бухбергера [57,145]. 
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Т.о. алгоритм нахождения многообразия независимости случайного 
полинома в общем виде предполагает нахождение базиса Грёбнера идеала 

0l
I  и затем решение полиномиальной системы уравнений, связывающей 

полиномы базиса Грёбнера. 
Рассмотрим теперь роль полиномиальных кумулянтов в задании 

статистических связей между компонентами случайного вектора. 

Пусть nR∈x - случайный вектор, описываемый плотностью вероят-

ности ( )nx xxf ,...,1  в nR . Пусть ( )zx  ∈  кольцу [ ]zC  - случайный полином 

степени 1−n , заданный случайным вектором x  nR∈ . Для каждого 

( )rmmkk
x

zzzK rr ,...,, 21,...,,,..., 11  мы можем определить множество точек в 

пространстве r
C  на котором значение полиномиального кумулянта имеет 

заданное значение Ct∈ : 

( ) ( ){ }tzzzKCzt rmmkk
xr

mmkk
x

rrrr =∈=Ξ ,...,,: 21,...,,,...,,...,,,..., 1111 . (4.61) 

В частном случае можем определить все возможные значения 

21 zz ≠  для которых ( )1zx и ( )2zx  имеют заданное значение 1-й корреля-

ционной функции, решив систему полиномиальное уравнение вида:                                                                                  

( ) ( ){ }CttzzKCzt xrx ∈=∈=Ξ      ,,: 211,0,0,11,0,0,1 .                  (4.62) 

Заданное таким образом для каждого t  аффинное многообразие 

( )tx
1,0,0,1Ξ  в 2

C  будем называть многообразием  ненулевой (или заданной)  

корреляции случайного полинома ( )zx  первого порядка.  

Очевидно, что многообразие нулевой корреляции 2-го порядка слу-
чайного полинома ( )zx  можно получить пересечением многообразий за-

данной корреляции, соответствующих 1-й и 2-й ковариационной функции 
в виде: 

( ) ( )Ι 00 0,0,1,11,0,0,12
xxx ΞΞ=Ξ .    

Если мы сможем выбрать m  различных комплексных чисел 

{ }10 ,..., −mcc , так что любая пара, составленная из этих чисел ∈  ( )tx
1,0,0,1Ξ , 

то мы можем определить линейное отображение вектора x  nR∈  в вектор 

y  m
C∈  вида (4.52). 

Пример 4.8. Пусть ( )zx  ∈  кольцу [ ]zC  - случайный полином степе-

ни 1−n , заданный случайным гауссовым вектором с нулевым математи-
ческим ожиданием, независимыми компонентами и дисперсией компонент 
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2σ , тогда многообразие ненулевой корреляции значений случайного по-
линома имеет вид: 

 ( ) ( ) ( ){ }1,...,1  ,:, 21
2

211,0,0,1 −==∈==Ξ nitzzCzzzt i
x α ,          (4.63) 

где: { }11,..., −nαα  - корни полинома ( )xP . 

 ( ) 122 ...)1( −++++−= nxxxtxP σ .                          (4.64) 

Пусть ( ) ( )zxzx 21 ,  независимые случайные полиномы и 

( ) ( )2,...,,,...,1,...,,,...,
2

11

1

11
, tt

x

mmkk

x

mmkk rrrr
ΞΞ , соответствующие им многообразия 

ненулевой корреляции. 
Тогда многообразия нулевой корреляции, возникающие в результа-

те произведения и суммы соответствующих полиномов, описываются сле-
дующими выражениями: 

( ) ( ) ( )000 1
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xx

mmkk rrrrrr
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Пусть ( ) ( ) ( )zxzxzx n,...,, 21  набор независимых случайных полиномов 

и ( ) ( )n
x

mmkk

x

mmkk
tt n

rrrr ,...,,,...,1,...,,,..., 11

1

11
,...,ΞΞ  соответствующие им многообразия 

заданной корреляции, тогда: 
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В заключение сформулируем важное для дальнейших приложений 
свойство аффинных многообразий. 

Многообразие rC⊂Ξ  называется неприводимым, если оно может 
быть представлено в виде 21 ΞΞ=Ξ Υ , где 1Ξ  и 2Ξ аффинные многообра-

зия, в том и только том случае, когда или Ξ=Ξ1 , или Ξ=Ξ2 . 

Если rC⊂Ξ  - аффинное многообразие, тогда существует единст-
венное разложение вида: 

 Υ
n

i

i

1=

Ξ=Ξ ,                                                 (4.70) 
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где каждое iΞ - неприводимое многообразие и ji Ξ⊄Ξ  ji ≠ . 

Т.о. любое аффинное многообразие может быть получено конечным 
объединением неприводимых многообразий или разложено в такое объе-
динение. Данный факт является следствием теоремы Гильберта о конечной 
порожденности идеала [57]. 

Рассмотрим некоторые примеры приводимых и неприводимых мно-
гообразий, порожденных полиномиальными кумулянтами.  

Пример 4.9. Пусть ( )zx  ∈  кольцу [ ]zC  - случайный полином степе-

ни 1−n , заданный случайным вектором с нулевым математическим ожи-
данием и независимыми компонентами. Тогда многообразие нулевой кор-
реляции случайного полинома может быть факторизовано в объединение 

1−n  неприводимых многообразий: 

 ( ) Υ
1

1
1,0,0,1 0

−

=

Ξ=Ξ
n

i

i
x ,                                       (4.71) 

где: ( ){ }ii zzCzzz α=∈==Ξ 21
2

21 :,  и { }11,..., −nαα  - корни полино-

ма 12 ...1 −++++ n
xxx .                           

Пример 4.10. Пусть ( )zx  ∈  кольцу [ ]zC  - случайный полином пер-

вой степени, ковариация коэффициентов которого 001 ≠r . Тогда     

( ) ( )2101211100210,0,1,1 , zzrzzrrzzK x +++= . Этот многочлен является при-

водимым, только если 02
011100 =− rrr . Что невозможно в силу свойств 

ковариации двух статистически связанных случайных величин, т.к. 
2

011100 rrr > . Т.о. в данном примере ( )00,0,1,1
xΞ   - неприводимо. 

В рассмотренных примерах мы неявно использовали связь между 
неприводимыми многообразиями и простыми идеалами кольца полино-
мов. Для случая, когда многообразие порождается одним полиномом, его 
неприводимость эквивалентна просто неприводимости порождающего 
полинома. Если многообразие порождено набором полиномов, то его не-
приводимость связана с простотой соответствующего идеала (см. [57]). 

 
4.2.2. Слепая идентификация канала, как решение системы по-
линомиальных уравнений 
Уравнение, связывающее полиномиальные кумулянты на входе и 

выходе идентифицируемой системы с пассивной паузой (Рис.1.3.б) можно 
записать в следующем виде: 
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(4.72)  
В некоторых приложениях СОС, например, для систем связи, стати-

стика передаваемого сообщения и аддитивного шума часто известна полу-
чателю. В этом случае, если бы мы имели точную оценку полиномиально-

го кумулянта ( )rmmkk
y

zzzK rr ,...,, 21,...,,,..., 11 , то алгоритм идентификации 

сводился бы к элементарным операциям в кольце [ ]rzzC ,...,1 . Конечно, 

нам доступны только выборочные статистики и в этом случае операция 
деления не всегда возможна, но кроме этого, для системы общего вида 
(Рис.1.3.а,г) полиномиальный момент выходного сигнала нельзя записать в 
виде линейных комбинаций полиномов в кольце [ ]rzzC ,...,1  вида (4.72). 

Для преодоления этих трудностей перепишем (2.21) в виде: 

( ) ( )∑
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=
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L

i

ii zxhzy ,                                       (4.73) 

где: ( ) 1,...,1 ,
1

0

−== ∑
−−

=
+ Lizxzx

L8

k

k
iki . 

Тогда мы можем записать полиномиальные кумулянты выходной 
последовательности в кольце полиномов [ ]rL zzhhC ,...,,,..., 110 − .  

Уравнения для кумулянтов на входе и выходе системы  можно запи-
сать, подставив (4.73) в (4.46). Например, для симметричных полиноми-
альных кумулянтов, эти уравнения имеют вид: 
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где: ( ) ( ) ( ){ }riir
x

ii
zxzxcumzzzF

rr
...,...,, 121,..., 11

= . 

Задавая различные точки в r
C   { }1,...,0,,...,, )()(

2
)(

1 −==Ω Lkzzz
k

r
kk

r  

из (4.74) получим систему L  полиномиальных уравнений: 
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и 






r
y
r zzK ,...,ˆ

1  - выборочный полиномиальный кумулянт. 

Данная система уравнений определяет аффинное многообразие fΞ  

в L
C  и соответствующий ему идеал 10 ,..., −= LffI  в кольце полиномов 

[ ]10 ,..., −LhhC . 

При решении системы (4.75) возможны два случая: 

1) число решений конечно и не превосходит Lr , т.е. многообразие 

(4.75) состоит из конечного множества точек в пространстве L
C , или дру-

гими словами нульмерно; 
2) число решений бесконечно, т.е. многообразие (4.75) является 

кривой, поверхностью или гиперповерхностью в L
C , т.е. размерность его 

>0. 
Этот факт хорошо известен в алгебраической геометрии как теорема 

Безу [67]. Идентифицируемость системы в данном случае тесно связана с 

вопросом о размерности многообразия fΞ . Для алгебраически замкнутого 
поля (в нашем случае это так) размерность многообразия определяется 

аффинной функцией Гильберта идеала ( )f
I Ξ  [57]. Определение размерно-

сти аффинного многообразия в общем случае довольно сложная задача.  
Однако в большинстве случаев интуитивное представление о размерности 
геометрического объекта совпадает со строгим определением. Т.е. размер-
ность точки – 0, кривой – 1, поверхности -2 и т.п. 

В нашей задаче, при выполнении условий теорем статистической 
идентифицируемости канала Т.7 и Т.8, при соответствующем выборе rΩ  
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многообразия типа (4.75) обычно нульмерны, и имеют конечное множест-
во решений. 

Задача решения систем полиномиальных уравнений - это область 
современной математики тесно связанная с алгебраической геометрией и 
коммутативной алгеброй, причем некоторые существенные результаты в 
этой области получены относительно недавно, что стимулировало работы 
по получению новых методов решения задач в приложениях. Примером 
этому являются результаты данной главы. 

Для решения полиномиальных систем небольшой размерности ис-
пользуются методы, основанные на теории результантов. Простые приме-
ры решения полиномиальных систем можно найти в [1], общую теорию 
результантов в [57,68]. Использование данных методов для систем общего 
вида ограничено их громоздкостью.  

В соответствии с теоремой Гильберта «О конечной порожденности 
идеала» любой идеал кольца [ ]10 ,..., −LhhC  имеет конечное число порож-

дающих полиномов, составляющих базис идеала.  
Поэтому один из возможных путей решения (4.75) - это выбор более 

подходящих для решения системы базисных полиномов идеала ( )f
I Ξ  

(здесь ( )f
I Ξ  -  множество всех полиномов кольца [ ]10 ,..., −LhhC  нули ко-

торых ∈  fΞ ). 
Обычно для решения подобных систем выбирают базис Грёбнера, 

который состоит из полиномов, содержащих последовательно исключен-
ные переменные 10 ,..., −Lhh  [57].  

Данный подход сводится к методу Гаусса при решении систем ли-
нейных уравнений. К сожалению,  метод крайне сложен с вычислительной 
точки зрения и не адаптирован к ошибкам задания коэффициентов. Более 
приемлемый вариант этого алгоритма описан в [63].   

Другой путь основан на теореме Штеттера [69]. Если  fΞ  нульмер-
но, то факторкольцо [ ] Ihh L 10 ,..., −C  как векторное пространство изо-

морфно конечномерному векторному пространству sT .   
Факторкольцом [ ] Ihh L 10 ,..., −C  по идеалу I  называется множество 

классов эквивалентности по отношению к сравнимости по модулю I , т.е.: 
[ ] [ ] [ ]{ }1010 ,...,:,..., −− ∈= LL hhffIhh CC , 

где: [ ] [ ]{ }Ifghhgf L mod:,..., 10 ≡∈= −C . 

Этот факт позволяет решать систему полиномиальных уравнений 
методами линейной алгебры. Традиционный путь решения системы (4.75), 
это сведение её к задаче поиска собственных чисел и векторов линейных 
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операторов специального вида, определенных на конечномерном вектор-
ном пространстве, соответствующему факторкольцу [ ] IhhC L 10 ,..., −  [57]. 

Пространство sT  образовано линейным многообразием всех моно-
мов { }sttt ,...,,,1 32 , принадлежащих дополнению мономиального идеала 

( )ILT  (идеал, порожденный старшими мономами полиномов из I ) [57].  

Этот факт позволяет свести задачу (4.75) к задаче поиска собствен-
ных значений линейных операторов специального вида, определенных на 

sT . 
Теорема Штеттера, полученная относительно недавно, является 

обобщением известного подхода к вычислению корней полинома от одной 
переменной через собственные числа матрицы Фробениуса. 

Пусть gM - матрица линейного оператора, отображающая ss
TT →  

так, что для любого полинома sTg∈  найдется ( )ss×  матрица  gM  с эле-

ментами { }jim , , 1,...,0, −= sji  такими, что: 

Iftmgt j

s

i

iijj ∈=−∑
−

=

1

0

                                   (4.77) 

При этом, если jλ , 1,...,0 −= sj - собственные числа матрицы gM , 

и ( )10
)( ,..., −= L

j ααα  одно из Lr)( решений системы уравнений (4.75), то 

собственное пространство соответствующее ненулевому собственному 
числу jλ  может быть построено с помощью собственного вектора 

( )( ) ( )( )( )j
s

j tt αα ,...,,1 2 . 

Т.о. найдя все различные ненулевые собственные числа матрицы 

gM  и соответствующие им собственные вектора, мы получим все реше-

ния системы полиномиальных уравнений (4.75). 
Недостатком данного метода является неопределенность выбора 

полинома sTg∈  и неустойчивость решения при возмущении коэффици-

ентов системы уравнений (4.75). Для преодоления последнего недостатка 
мы пользуемся далее методом регуляризации. 

Т.о., используя полиномиальные статистики, мы свели решение за-
дачи слепой идентификации к задаче решения систем полиномиальных 
уравнений от многих переменных [63,65].  

Данный подход является обобщением подхода, основанного на ис-
пользовании полиспектров (п. 4.1.1). Соответственно предложенному  ме-
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тоду присущи и некоторые общие недостатки методов, использующих мо-
ментные и кумулянтные функции. Это, прежде всего медленная сходи-
мость получаемых оценок. Однако, как мы покажем далее, в рамках ис-
пользуемого подхода мы будем иметь возможности дополнительной оп-
тимизации параметров алгоритма.  

Проиллюстрируем эти возможности на примере слепой идентифи-
кации скалярного канала с нестационарным входом по статистикам второ-
го порядка. Запишем уравнение полиномиальных кумулянтов 2-го поряд-
ка, соответствующих модели системы вида (4.75) в виде: 
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Где: 
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В частности, если отсчеты входного сигнала некоррелированны, 

имеют нестационарную дисперсию { }2
iσ  и нулевое математическое ожи-

дание, то соответствующие полиномиальные моменты входной последова-
тельности в (4.79) имеют вид: 
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Задавая различные точки в 2
C , соответствующие значениям фор-

мальным переменных 1,...,0),,( )(
2

)(
1 −= skzz

kk  в (4.78), получим систему 

полиномиальных уравнений (4.75), связывающую искомые переменные 

110 ,...,, −Lhhh .  

Для идентифицируемой системы число решений конечно и не пре-

восходит L2 . 
Заметим, что все полиномы системы уравнений (4.75) образованы 

мономами вида { }jihh . Введем новые переменные { }suuu ,...,, 21 , где 

( )∑
−

=

−=
1

0

L

k

kLs , таким образом, что { },...,...,, 2
12

2
01 jik hhuhuhu === , тогда 

систему (4.75) можно записать в виде системы линейных уравнений: 
qPu = ,                                                 (4.81) 

 где: элементы матрицы P , ( ) ( ) 




= )(

2
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1,, , kkx
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вектора q , 
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10,2 ,, kkvkky
k zzKzzKq . Если выполняются 

условия идентифицируемости, заданные теоремой Т.8, то система уравне-
ний (4.81) совместна и ранг матрицы P  равен s . Тогда найдется единст-
венный вектор ( )sθθ ,...,1 , такой, что система (4.75), эквивалентна системе 

полиномиальных уравнений вида: 
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Для системы уравнений (4.82)  легко определить мономы, принад-
лежащие дополнению мономиального идеала ( )ILT , это 10 ,...,1 −Lhh . 

Пусть 0hg = , тогда матрица gM  имеет вид: 
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У такой матрицы только два собственных числа будут отличны от 
нуля, что соответствует 2-м решениям системы (4.75), отличающимся на 
постоянный множитель. Пусть υ  - собственный вектор соответствующий 
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ненулевому собственному числу матрицы gM , тогда оценка канала непо-

средственно дается ( )12 ,... +Lυυ  компонентами вектора υ . 

Поскольку вектор q  системы (4.81) известен нам с погрешностью, 

вызванной аддитивным шумом и использованием выборочной ковариаци-
онной матрицы наблюдаемых сигналов, то решение системы будет сопро-
вождаться погрешностью, величина которой зависит от отношения сигнал 
шум и числа реализаций сигнала, используемых для оценки ковариацион-
ной матрицы. Поэтому для решения системы (4.81) мы используем метод 
регуляризации Тихонова. 

Как отмечалось выше, недостатком метода Штеттера является не-
определенность выбора матрицы gM . Однако для решения простых сис-

тем полиномиальных уравнений типа (4.82) мы можем использовать базис 
Грёбнера. 

Если система уравнений (4.82) совместна и ранг матрицы P  равен 
s , то идеал 10 ,..., −= LffI  равен идеалу ssu uuuI ααα −−−= ,...,, 2211 , 

где sααα ,...,, 21  единственное решение (4.81), а { }suuu ,...,, 21  это, мономы 

в [ ]10 ,..., −LhhC .  

Вычисляя базис Грёбнера идеала ssuuu ααα −−− ,...,, 2211 , полу-

чим идеал Lgg ,...,1 , где образующие полиномы содержат последова-

тельно исключенные переменные кольца [ ]10 ,..., −LhhC . 

Конечно, теоретически возможно построение базиса Грёбнера идеа-
ла I  непосредственно по полиномам 10 ,..., −Lff , однако обычно вычис-

ление базиса в кольце полиномов над полем комплексных чисел крайне 
трудная задача, особенно в общем виде, поэтому сведение множества 
формирующих полиномов идеала к полиномам более простого вида слож-
но переоценить.  

Пусть в общем случае нестационарная модуляция такова, что 
( ) sRank =P  и слепая идентификация возможна по статистикам второго 

порядка. Тогда базис Грёбнера идеала I  образован полиномами следую-

щего вида 22
11121110 ,...,, LLLLLL hhhhh αααααα −−− −−− . 

Проиллюстрируем предлагаемый подход на следующем примере в 
отсутствии аддитивного шума.    

Пример 4.11. Пусть ИХ канала имеет вид ( )7.0,0.1,7.0=h , пусть мы 

имеем нестационарную по дисперсии входную последовательность длины 
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10=8 , ( )( ) 212 111 ii ++=σ  (случай Рис.1.3.г). Тогда в соответствии с 

(4.81) и 1)(
1 =k

z  и kz
k =)(

2 , матрица P  имеет вид: 

P

11.929

1.141 10
3

×

3.267 10
4

×

3.859 10
5

×

2.693 10
6

×

1.333 10
7

×

21.858

1.709 10
3

×

4.355 10
4

×

4.824 10
5

×

3.231 10
6

×

1.555 10
7

×

18.858

1.421 10
3

×

3.629 10
4

×

4.1 10
5

×

2.801 10
6

×

1.37 10
7

×

12.02

1.128 10
3

×

3.236 10
4

×

3.824 10
5

×

2.669 10
6

×

1.322 10
7

×

21.04

1.69 10
3

×

4.315 10
4

×

4.781 10
5

×

3.203 10
6

×

1.542 10
7

×

11.603

1.118 10
3

×

3.211 10
4

×

3.796 10
5

×

2.65 10
6

×

1.312 10
7

×

























= q

62.819

5.311 10
3

×

1.426 10
5

×

1.631 10
6

×

1.116 10
7

×

5.457 10
7

×

























=

 
Легко проверить, что ( ) 6=PRank , система совместна и имеет един-

ственное решение. Тогда идеал uI  определен, как: 

49.0,7.0,1,49.0,7.0,49.0 654321 −−−−−−= uuuuuuIu . 

Вычисляя базис Грёбнера, получим:  

49100,107, 2
22120 −−−= hhhhhIu .  

Из этого выражения видно, что многообразие (4.75) состоит только 
из двух точек: ( )7.0,1,7.01 =h  и ( )7.0,1,7.02 −−−=h , т.е. система идентифи-

цируема с точностью до знака.  
Приведем далее результаты моделирования работы алгоритма сле-

пой идентификации по статистикам 2-го порядка для случая периодиче-
ской нестационарной модуляции информационной последовательности. 
Относительная погрешность оценки импульсной характеристики оценива-
лась по формуле (3.30). 

Моделирование проводилось для информационной последователь-
ности типа белого гауссовского шума, дисперсия отсчетов которой, зада-
валась модулирующей последовательностью.  

Вектор неизвестного канала: ( )7.0,0.1,7.0=h . Период модулирую-

щей последовательности в отсчетах 10. Для восстановления канала ис-
пользовался алгоритм решения полиномиальных уравнений на основе ме-
тода Штеттера. 

Модулирующие последовательности, использованные при модели-
ровании, показаны на Рис.4.6. и Рис.4.7.  

Для модулирующей последовательности, показанной на Рис.4.6, для 
10,4,2=A  результаты  моделирования показаны на Рис.4.8 - Рис.4.10 со-

ответственно. 
Кроме графиков погрешности алгоритма слепой идентификации для 

разных длин информационной последовательности, на всех рисунках для 
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сравнения показана погрешность оценки импульсной характеристики ка-
нала по одному тестовому импульсу.  

Для модулирующей последовательности на Рис.4.7, результаты  мо-
делирования показаны на Рис.4.11. 

Общая характеристика алгоритма, как уже отмечалось выше, харак-
терная для всех методов статистической идентификации в скалярном ка-
нале, - это относительно низкая скорость сходимости.  

Однако для модулирующей последовательности при 10=A  
(Рис.4.10) погрешность слабо зависит от длины информационного блока, и 
при высоком отношении сигнал/шум может быть вполне конкурентоспо-
собной, по сравнению с оценкой по тестовому сигналу уже при числе реа-
лизаций  200...100=8 .  

 

 
Рис.4.6. Модулирующая последовательность типа «тест на фоне ин-

формации».  

 
Рис.4.7. Гармоническая модулирующая последовательность.  

Модулирующая последовательность на Рис.4.7 характерна тем, что 
имеет постоянный модуль комплексной огибающей и может быть исполь-
зована в системах с ФМ2 или АИМ модуляцией [23]. Если длина инфор-
мационной последовательности > 2000, то погрешность оценки становится 
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меньше погрешности оценки по тестовому сигналу, даже при небольших 
отношениях сигнал/шум. 

Погрешность алгоритма слепой идентификации уменьшается при 
увеличении длины информационной последовательности и уменьшении 
периода модулирующей последовательности. 

Помимо объективных факторов, на погрешность алгоритма влияет 

выбор точек в 2
C , соответствующих значениям формальным переменных 

1,...,0),,( )(
2

)(
1 −= skzz

kk . Кроме того, использование метода регуляризации 

при решении системы (4.81) требует оптимального выбора параметра ре-
гуляризации.  При моделировании использовалось метод Монте-Карло для 
оптимизации этих параметров алгоритма.  

Т.о., предложенный подход к синтезу алгоритмов слепой идентифи-
кации на основе полиномиальных статистик, позволяет синтезировать раз-
личные алгоритмы слепой идентификации для скалярных каналов со ста-
ционарным и нестационарным входом, различных распределений входных 
символов.  

В отличие от подхода на основе полиспектров, в данном случае мо-
жет быть снижена неопределенность выбора набора кумулянтных функ-
ций по крайней мере в отношении процедуры синтеза алгоритма. Отме-
тим, что данный подход может быть обобщен и на случай векторного ка-
нала. 

В скалярном канале, т.е. в канале с одним входом и выходом, алго-
ритмы слепой идентификации, как правило, требуют некоторой статисти-
ческой выборки информационных блоков на выходе канала для построе-
ния оценки. 

Качественно, без привязки к конкретному методу идентификации и 
свойствам канала, для получения слепой оценки в скалярном канале тре-
буется информационная последовательность, длина которой обычно на 2 
порядка превышает длину канала. При этом качество оценки приближает-
ся к оценке по тестовому сигналу. 

Использованные в данном разделе методы слепой идентификации  
предложены автором в [63,65]. Вместе с тем необходимо отметить, что 
решение задачи слепой идентификации с помощью методов решения сис-
тем полиномиальных уравнений от многих переменных, полученных по 
обычным ковариационным матрицам, в частном случае слепой идентифи-
кации систем связи с квадратурной амплитудной модуляцией, было пред-
ложено в работах [70,71].  

В отличие от этих работ, развитый в данном разделе подход не ог-
раничен конечным алфавитом и специальным видом ковариационных мат-
риц, поскольку основан на полиномиальных статистиках общего вида. 
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Рис.4.8. Относительная погрешность идентификации Q, в зависимости от от-
ношения сигнал-шум [Дб] для  различной длины информационного блока, в 

сравнении с оценкой по тестовому импульсу, А=2. 

 
Рис.4.9. Относительная погрешность идентификации Q, в зависимости от от-
ношения сигнал-шум [Дб] для  различного числа реализаций в сравнении с 

оценкой по тестовому импульсу, А=4. 
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Рис.4.10. Относительная погрешность идентификации Q, в зависимости от от-

ношения сигнал-шум [Дб] для  различного числа реализаций в сравнении с 
оценкой по тестовому импульсу, А=10. 

 
Рис.4.11. Относительная погрешность идентификации Q, в зависимости от от-

ношения сигнал-шум [Дб] для  различного числа реализаций в сравнении с 
оценкой по тестовому импульсу, для гармонической модулирующей последо-

вательности. 
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4.2.3. Идентификация канала, основанная на факторизации аф-
финных многообразий 
В данном разделе мы рассмотрим алгоритм статистической слепой 

идентификации скалярного канала, описываемого моделью системы с пас-
сивной паузой (см. Рис.1.3.б).  

В этом случае мы полагаем, что  входная последовательность имеет 
конечную длину и нам доступно некоторое множество реализаций, число 
которых достаточно для статистической идентификации.   

Тогда выражение (4.34) можно записать в виде произведения поли-
номов положительной степени над полем комплексных чисел [ ]zC : 

( ) ( ) ( ) ( )  ,zvzxzhzy +=                                       (4.84) 

Уравнение, связывающее полиномиальные кумулянты на входе и 
выходе идентифицируемой системы с пассивной паузой (4.72) записано 
нами ранее.  

В предыдущем разделе мы полагали, что полиномиальный куму-

лянт информационного сигнала ( )rmmkk
x

zzzK rr ,...,, 21,...,,,..., 11  нам извес-

тен, что мы и использовали при построении алгоритма идентификации. 
Однако часто о статистике информационной последовательности 

имеются лишь весьма общие предположения (нестационарность, негауссо-
вость, независимость отсчетов информационной последовательности) или 
вообще подобная информация отсутствует.  

Покажем, что в этом случае для слепой идентификации мы можем 
использовать структуру многообразий нулевой корреляции многообразий 
наблюдаемого сигнала.  

Поскольку мы все же полагаем, что статистика шума известна, то 
выражение для многообразия нулевой корреляции принятого сигнала, в 
соответствии с (4.65), можно записать в виде: 

 ( ) ( ) ( )000 ,...,,,...,,...,,,...,,...,,,..., 111111

x
mmkk

h
mmkk

vy
mmkk rrrrrr

ΞΞ=Ξ − Υ , (4.85) 

где: 

( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
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Поскольку полином от одной переменной в поле комплексных чи-
сел всегда имеет полный набор корней, то, очевидно, что многообразие 

( )0,...,,,..., 11 rr mmkk
hΞ  нульмерно и состоит из конечного числа точек, соот-

ветствующих нулям полинома канала. Причем это многообразие может 

быть факторизовано в объединение не более ( ) rL 21−  простейших много-

образий, описывающих точки в r
C . 

С другой стороны многообразие нулевой корреляции, порождаемое 
информационной последовательностью, также может быть факторизовано 
в объединение неприводимых многообразий (Пример 4.9) или остается 
неприводимым (Пример 4.10).  

Т.о. свойство неприводимости многообразия не может являться оп-
ределяющим фактором разделения параметров канала и информационной 
последовательности. 

Однако фактором разделения может стать размерность многообра-
зия. Например, если многообразие, порожденное полиномом канала нуль-
мерно, а многообразие нулевой корреляции информационного сигнала 
имеет размерность 1≥ , то нули канала и информационной последователь-
ности могут быть отделены некоторой процедурой селекции многообразий 
по их размерности [60,64]. 

Рассмотрим в качестве примера случай идентификации по полино-
миальным статистикам второго порядка, в частном случае независимых, 
одинаково распределенных отсчетов информационной последовательно-
сти (Пример 4.9) в отсутствии шума.  

Тогда факторизация многообразий нулевой корреляции наблюдае-

мого сигнала в 2
C  имеет вид: 

( ) ( ) ( )000 1,0,0,11,0,0,11,0,0,1
xhy ΞΞ=Ξ Υ .                             (4.88) 

В соответствии с (4.71) многообразие ( )01,0,0,1
xΞ  является пучком 

кривых в 2
C  и имеет размерность 1. Как уже отмечалось выше ( )01,0,0,1

hΞ  

нульмерно.   
Анализируя разложение (4.88) с учетом размерности простейших 

многообразий, можно разделить априори неизвестные многообразия кана-
ла и информационной последовательности, выбирая различные сечения 

( )01,0,0,1
yΞ . 

Пусть: 
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( ) ( )






=
−

czKc
8y

y ,roots 1,0,0,1W                               (4.89) 

где: ( )cW  – вектор комплексных корней полинома одной перемен-

ной z ; c  – константа, определяющая сечение аффинного многообразия; 
( )roots  – алгоритм вычисления корней полинома одной переменной с 

учетом их кратностей.  
 Принцип разделения корней неизвестного канала и корней, инду-

цированных информационной последовательностью заключается в сле-
дующем: изменение значения c  приводит к перемещению корней, связан-

ных с информационной последовательностью по многообразию ( )01,0,0,1
xΞ , 

в тоже время как корни, индуцированные неизвестным каналом, остаются 
на месте, что и позволяет осуществить их однозначное разделение.  

Проиллюстрируем данный факт на примере идентификации ЛЧМ 
сигнала. На Рис.4.12. на комплексной плоскости показаны значения функ-
ции (4.89) для двух значений c  в отсутствии шума и погрешности, возни-
кающей при оценке ковариационной матрицы по выборке конечного раз-
мера.   

При изменении c  корни, индуцированные информационным сигна-
лом, расположенные на окружности, на Рис.4.12.a и Рис.4.12.б все ближе к 
точке (0,0). В тоже время корни системной функции канала неподвижны. 

 
 

Re 

2 0 2 2 

0 

2 

Im 

a) 

2 0 2
2 

0 

2 

Im 

б) 

 
Рис.4.12. Идентификация корней системной функции канала вида 

( ) ( )8jππkh 2exp= , 1,...0 −= 8k , 8=24, a) ( )1W , б) ( )2W . 

 
Использование выборочных моментов ограничивает диапазон пере-

мещения корней полиномиального кумулянта. Аддитивный шум приводит 
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к перемещению, в том числе, корней системной функции, что может при-
вести при высоком уровне шумов к неоднозначному восстановлению. 

В этом случае алгоритм слепой идентификации сводится к следую-
щей последовательности действий: 

1. По М реализациям сигнала оценивается полиномиальная кова-

риация 




−

211,0,0,1 ,ˆ zzK
vy ; 

2. Вычисляются вектора, содержащие корни полиномов от одной 

переменной 





 





= − 1

211,0,0,11 ,ˆroots zzK
vyr  и 







 





= − 2

211,0,0,12 ,ˆroots zzK
vyr , 2

2
1
2 zz ≠ ; 

3. Формируется вектор hr , содержащий L  наиболее близких кор-

ней в плоскости C  по критерию ( )2
221 σε≤− rr , где 2σ  - 

дисперсия шума; 

4. Вычисляют оценку канала: ( )hrh 1rootsˆ −= . 

 
На Рис.4.13, Рис.4.14 показаны результаты математического моде-

лирования данного алгоритма слепой идентификации канала по двум се-

чениям   многообразия нулевой корреляции ( ) 2
1,0,0,1 0 C

vy ⊂Ξ − .  

Отсчеты импульсной характеристики ( )75.0,1,75.0 . Сечения взяты 

на плоскостях  { }11
2 =z  и { }9.02

2 =z . 

На Рис.4.13 показана зависимость относительной погрешности 
оценки импульсной характеристики канала в зависимости от отношения 

сигнал-шум для различных значений ( )2σε . 

Характерная особенность алгоритма, это то, что при 02 →σ  и 
0→γ  число реализаций 2→8 . Это существенное отличие от алгорит-

мов, использующих оценки моментов. Недостатком алгоритма является 
низкая помехоустойчивость. 

На Рис.4.14 показана зависимость относительной погрешности 
оценки импульсной характеристики в зависимости от числа реализаций 

для различных значений ( )2σε .  
В сравнении с алгоритмами предыдущего раздела, а также алгорит-

мами, основанными на использовании спектров высокого порядка, данный 
алгоритм требует примерно на два порядка меньше числа реализаций, но 
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обладает более низкой помехоустойчивостью. Кроме того, погрешность 
алгоритма существенно возрастает при увеличении длины канала.  

 
Рис.4.13. Относительная погрешность в зависимости от SNR для различных 

ε =0.01 («+»), ε =0.03 («o»), ε =0.05 («*»), ε =0.07 («×»), 8=100. 

 
Рис.4.14. Относительная погрешность в зависимости от  8, для различных 
ε =0.01 («+»), ε =0.03 («o»), ε =0.05 («*»), ε =0.07 («×»), для SNR( ε ). 
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4.2.4. Идентификация канала, основанная на использовании 
многообразий ненулевой корреляции 
Алгоритм, более приспособленный для идентификации импульсной 

характеристики каналов большой длины, может быть построен, на основе 
свойств многообразий ненулевой корреляции. 

Если мы имеем априорную информацию о статистике входного сиг-
нала, то для построения алгоритма слепой идентификации в рамках моде-
ли (4.84), мы можем непосредственно использовать структуру многообра-
зия  заданной корреляции случайного полинома.  

Рассмотрим случай, когда точки выбраны на различных многообра-
зиях заданных корреляций второго порядка так, что парные корреляции 
компонент не равны нулю.  

Пусть координатами являются { }11,..., −nαα  корни полинома ( )xP  

(4.64). Если 0≠t , то любая парная комбинация эти корней ∉ ( )01,0,0,1
xΞ . 

Это означает, что значение смешанного кумулянта значений случайного 
полинома на выходе канала имеет вид: 

( ) ( ) ( ) jijiji
y

ji thhKr ,
*

01,0,1, , αααα ==                           (4.90) 

где: 0    ,1,...,1    ,1,...,1 , ≠−=−= jitnjni . 

Таким образом, мы можем построить  обратимое линейное отобра-

жение  вектора  x n
C∈  в вектор y n

C∈  типа (4.52), первая ковариацион-

ная матрицы которого имеют ненулевые недиагональные компоненты. 
На Рис.4.15 показано влияние такого преобразования на ковариа-

цию вектора с независимыми компонентами.  

 
Рис.4.15. Нормированная выборочная корреляционная матрица вектора с неза-
висимыми, равномерно распределенными  компонентами до преобразования 

ненулевых парных корреляций (слева) и после преобразования (справа). 
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Алгоритм оценки канала может быть получен как алгоритм нахож-
дения собственного вектора соответствующего максимальному собствен-
ному числу матрицы ( )jiji tr ,,=R , т.е.  

( )

( )
( )









=

















=
−

Rxx
xx

*

1
1

1

*
maxarg

nh

h

α

α
Μ                                   (4.91) 

Если R , это истинная матрица ковариации, то максимальное собст-
венное число maxλ  матрицы  R  будет равно 1. Если в качестве R  ис-

пользуется выборочная матрица ковариации, оцениваемая на фоне адди-
тивного шума то 1max <λ , и оценка (4.91) является оптимальной по кри-

терию минимума среднеквадратического отклонения. Доказательство дан-
ного утверждения было приведено нами в п.4.1.1 для непрерывного слу-
чая.  

В отличие от алгоритма 4.32 в данном алгоритме мы не имеем огра-
ничения на отсутствие нулей кумулянтного спектра информационной по-
следовательности, поскольку используем вместо преобразования Фурье 
обратимое линейное отображение ненулевой парной корреляции. 

Если Ln >−1 , то матрица ( )11
1 ,..., −
−

n
n
L ααV  имеет  ранг L  и оцен-

ка канала получается псевдоинверсией матрицы ( )11
1 ,..., −
−

n
n
L ααV . 

Сформулируем основные этапы алгоритма: 
1. Для каждой из M  реализаций наблюдаемого сигнала выполняют 

преобразование ненулевой парной корреляции: 
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αα yVs .     (4.92)   

2. По полученным векторам приводят оценку выборочной ковариа-
ционной матрицы: 

∑
=

⋅=
M

k

kk
M

1

*1ˆ ssR .                                            (4.93) 

4. Вычисляют собственный вектор, соответствующий максимально-

му собственному числу матрицы R̂ . 
5. Оценку импульсной характеристики канала вычисляют по сле-

дующей формуле: 
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На Рис.4.16, Рис.4.17 показаны результаты математического моде-
лирования алгоритма слепой идентификации канала на основе преобразо-
вания ненулевой парной корреляции. Отсчеты импульсной характеристики 
( )75.0,1,75.0 , длина информационной последовательности 10. 

В отличие от алгоритма слепой идентификации, основанного на 
факторизации аффинных многообразий, данный алгоритм имеет достаточ-
но высокую скорость сходимости, обеспечивая оценки высокого качества 
уже при отношении сигнал-шум 15-20Дб. 

Однако при построении преобразования ненулевой парной корреля-
ции нам необходимо знание ковариационной матрицы информационной 
последовательности. 

 

 
Рис.4.16. Относительная погрешность в зависимости от  отношения сигнал-

шум, для различного числа реализаций  8=20 («+»), 8 =40 («o»), 8 =60 («*»), 
8 =80 («×»), для t=100. 
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Рис.4.17. Относительная погрешность в зависимости от  числа реализаций, 

для различных значений отношения сигнал-шум «+» - 10Дб, «o» - 20Дб, «*» - 
30Дб, «×» - 40Дб, для t=100. 

 
4.2.5. Идентификация канала, основанная на использовании 
свойств симметричных полиномиальных кумулянтов 
В п.4.2.4 мы рассматривали возможность использования факториза-

ции декоррелирующих многообразий случайных полиномов для решения 
задачи слепой идентификации, описываемой выражением (4.84).  

Для многообразий порожденный одним полиномом (главный идеал) 
задача факторизации многообразия нулевой корреляции и порождающего 
многочлена эквивалентны.  

Если статистика информационной последовательности недоступна. 
То в этом случае возможность однозначной идентификации канала следует 
из однозначности разложения полинома 

rrrr mmkk
v

mmkk
y

KK ,...,,,...,,...,,,..., 1111 −  на неприводимые множители с 

одной стороны, или, по крайней мере, отсутствия делителей меньше чем 
второго порядка у полиномиального момента информационной последова-
тельности с другой.  

Однако факторизация полиномов от нескольких переменных над 
полем комплексных чисел хотя и разрешимая, но алгоритмически крайне 
трудная задача. 

Более простую технику можно предложить для практически важно-
го случая независимых отсчетов информационной последовательности, 
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имеющих нулевое математическое ожидание и произвольное распределе-
ние.  

Рассмотрим возможности идентификации канала по симметричным 
полиномиальным моментам порядка r. Уравнение (4.72) в этом случае 
можно записать в виде: 

( ) ( ) ( ) ( )r
x
rrr

vy
r ,...,zzKz...hzh,...,zzK 111 =− .                   (4.95) 

Полиномы в левой и правой части этого уравнения не изменяются 
при любой перестановке переменных r,...,zz1 .  

В соответствии с основной теоремой о симметричных полиномах 
любой симметричный полином ( )r,...,zzf 1  может быть единственным об-

разом представлен в виде полинома g от элементарных симметрических 
функций σ1,σ2,…,σr, задаваемых следующими выражениями: 

.
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21
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21

21

RR

i...ii
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z...zzσ

z...zzσ

z...zzσ
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⋅⋅⋅=

⋅⋅⋅=

+++=

∑
<<<

                                     (4.96) 

Используя данное представление и формулы Вьета, (4.95) можно 
записать в виде: 

( ) ( )
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r σσcc,...,σσg σµ   (4.97) 

где: { } Lkkc ,1=  – L корней полинома h(z), r
iµ  - кумулянт r  - го по-

рядка i  - го отсчета информационной последовательности.  
Очевидно, что полиномы в правой части (4.97) не имеют общих де-

лителей, что эквивалентно однозначной (с точностью до комплексного 
множителя) идентифицируемости канала. 

В случае априори известного набора { }r
iµ  кумулянтов входной по-

следовательности для идентификации канала в отсутствии погрешностей и 

шумов достаточно поделить полином vy
rg −   на x

rg .  

Однако уравнение (4.97) разрешимо и в случае неизвестных момен-
тов информационной последовательности. Для этого нам достаточно вы-
брать фиксированное значение переменной rσ  не равным нулю полинома 

∑
−

=

1

0

)(
8

i

i
r

r
i σµ .  
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В частности для стационарной информационной последовательно-
сти достаточно выбрать rσ  так, чтобы 1≠rσ . Получившийся полином от 

переменных { }121 ,...,, −rσσσ  определен коэффициентами, зависящими 

только от корней системной функции, для которых мы можем записать 
соответствующую систему полиномиальных уравнений. 

Для полиномиального момента произвольного порядка процедура 
нахождения разложения (4.97) может быть построена на использовании 
свойств базиса Грёбнера полиномиального идеала [57]. 

Рассмотрим алгоритм полиномиальной идентификации для наибо-
лее простого и одновременно наиболее важного с практической точки зре-
ния двумерного случая 2=r . 

Пусть { }ija  коэффициенты полинома ( )212 ,zzK
vy− . Используя фор-

мулы Ньютона разложение по симметричным функциям может быть полу-
чено в виде: 

( ) ( )∑ ∑
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2,21212 ,,

L8
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lL8
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aSg σσσσσ                 (4.98) 

где ( ){ }21,σσlS - последовательность S-полиномов, задаваемая сле-

дующими выражениями: 
( )
( )
( )

( )
( ) ( )

.1     ,2        

,,,        

,

...               

,2,

,,

,1,

22121211

21

2
2

1212

1211

210

L-8kk

SS

S

S

S

S

kk

k

+≤>

−=

=

−=

=

=

−− σσσσσσ

σσ

σσσσ

σσσ

σσ

                      (4.99) 

Разложение (4.97) можно записать в виде: 

( ) ( )2
1

21
2

212 σx

L

i
ii

vy
gσσcc,σσg ∏

=

− 




 +−=                    (4.100) 

Можно показать, что уравнение (4.100) однозначно разрешимо, в 
случае если 8L >2 . Можно предложить несколько способов решения 

уравнения (4.100) относительно неизвестных корней { } Lkkc ,1= , полагая 

λσ =2  так что 0)(
1

0

2 ≠∑
−

=

8

i

i
i λµ .  
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В частности, если 0=λ , то полином ( ) ( ) consthg
y

vy ⋅=−
112 0, σσ  в 

остальных случаях решение уравнения (4.100) дает следующее выражение: 

( )
1

0

−

=













=

λλλ
λ

d

dq
c i
i                                  (4.101) 

где: ( ){ }λiq  - 1−L  корней полинома ( )λσ ,12
vy

g
− . 

Решение (4.101) не единственно возможное. При реализации (4.101) 
можно записать в виде разностных уравнений. Данный алгоритм может 
быть весьма эффективным для малой длины канала [146]. 
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Глава 5.  

СЛЕПАЯ ИДЕНТИФИКАЦИЯ В СИСТЕМАХ СВЯЗИ    

 
В этой главе мы рассмотрим возможности и особенности слепой 

оценки канала в цифровых системах связи. Поскольку разнообразие прин-
ципов, стандартов построения современных систем связи достаточно ве-
лико при  обсуждении данной проблематики мы постараемся максимально 
универсально представить  характеристики алгоритмов слепой идентифи-
кации канала при решении этих задач.    

 
5.1. Общие сведения, модель канала 
 
Модель цифровой системы связи может быть описана выражениями 

(1.7-1.12). В зависимости от свойств физического канала связи модель сис-
темы описывается различными выражениями. 

В некоторых физических каналах, таких как проводные телефонные 
каналы, имеется ограничение на ширину полосы, за счет использования 
специальных фильтров. Такие каналы обычно характеризуются как линей-
ные фильтровые (полосовые) каналы с аддитивным шумом и описываются 
выражениями (1.9), (1.10). 

Такие физические каналы как ионосферные радиоканалы, тропо-
сферные каналы в условиях сложного рельефа местности или городской 
застройки,  каналы подвижной связи, радиоканалы внутри помещения, 
подводные акустические каналы, которые возникают в условиях меняю-
щегося во времени многолучевого распространения передаваемого сигна-
ла, могут быть описаны выражениями (1.7), (1.8). Такие каналы характери-
зуются меняющейся во времени (нестационарной) импульсной характери-
стикой.  

Часто в качестве модели ионосферных каналов и  каналов подвиж-
ной сотовой радиосвязи используется частный случай модели (1.8), когда 
переменная во времени импульсная характеристика канала имеет вид [16]: 

( ) ( ) ( )∑
=

−=
M

k

kk tcth

1

, ττδτ ,                                    (5.1) 

где ( ){ }tck  определяет возможные меняющиеся во времени ком-

плексные коэффициенты затухания для M  путей распространения, { }kτ  – 

соответствующие им времена задержки.  
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Статистически, переменные во времени импульсная характеристика 
),( τth  может быть описана в рамках модели  комплексного гауссовского 

случайного процесса по переменной t. 
Модель канала (1.8) с учетом (5.1) приводит к амплитудным изме-

нениям принимаемого сигнала, называемым замираниями. Статистическая 
модель данного явления описывается общей гауссовской моделью, соглас-
но которой квадратурные компоненты в каждом луче являются комплекс-
ными гауссовскими случайными процессами [72]. Одномерное распреде-
ления амплитуды  в этом случае называют четырёхпараметрическим, по-
скольку они зависят от четырёх параметров: двух математических ожида-
ний  и двух дисперсий квадратурных компонент.  

Когда ),( τth , это комплексный случайный гауссовский процесс с 

нулевым средним, огибающая ),( τth  в любой момент t распределена по 

Релею. В этом случае канал называют каналом с релеевскими замирания-
ми.  

В случае, когда имеются нефлуктуирующая (регулярная) состав-
ляющая, огибающая ),( τth  имеет райсовское распределение, и канал на-

зывают каналом с райсовскими замираниями. Модели Райса, Релея, Нака-
гами являются частными случаями 4-параметрического распределения 
[72].  

Для большинства каналов с рассеянием справедливо предположе-
ние, что процесс ),( τth  по переменной t  стационарен в широком смысле, 

а коэффициенты рассеяния при двух различных задержках некоррелирова-
ны. Тогда мы можем записать корреляционную функцию процесса ),( τth  

в виде: 

( ) { }),(),(, * τττ ′∆+=∆ thtthtBh M .                            (5.2) 

Если 0=∆t , корреляционная функция ( )0,τhB  – это средняя мощ-

ность на выходе канала как функция от задержки во времени τ .  
Изменения во времени импульсной характеристики канала свиде-

тельствуют о доплеровском рассеянии в канале. Для описания связи эф-
фекта Доплера и изменений канала во времени используют функцию рас-
сеяния канала, определяемую следующим выражением: 

  ( )∫
−∞

∞−

∆∆− ∆∆=∆ tdtBfF tfj
hh

πττ 2e,),(                          (5.3) 

Функция ),( fFh ∆τ  определяет меру средней мощности на выходе 

канала, как функцию времени задержки τ  и доплеровского смещения час-
тоты f∆ .  
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Суммируя мощность сигнала по всем лучам (задержкам) получим 
доплеровский спектр мощности многолучевого канала в виде: 

( ) ∫
∞

∆=∆

0

),( ττ dfFfS hh                                       (5.4) 

Распределение средней мощности канала по величине задержки, со-
ответственно: 

( ) ( )0,),( τττ hhh BfdfFQ =∆∆= ∫
∞

∞−

                           (5.5) 

Полоса частот, в которой ( )fSh ∆  отличен от нуля, называют допле-

ровским рассеянием в канале dF . Обратная dF  величина kt∆  является 

мерой временной когерентности канала, причем: 

d
k

F
t

1
≈∆ .                                              (5.6) 

Данный параметр фактически характеризует возможности исполь-
зования модели стационарного канала и соответственно число реализаций 
в задачах статистической слепой идентификации. 

Для описания каналов подвижной связи с релеевскими замираниями 
широко используется хорошо согласующиеся с экспериментальными дан-
ными модель, предложенная в [73]. В соответствие с данным подходом 
реализации ),( τth  могут быть получены в виде: 

( )( ) ( )∑
=→

−+∆=
8

k

kkk
8

gtfj
8

th

10
2exp

1
lim),( ττθπτ ,             (5.7) 

где: ( )τg  - сигнал на выходе согласованного с сигналом ( )ts0  

фильтра (см. формулу (1.8)); kτ  - задержка, kθ  - начальная фаза и kf∆  - 

доплеровское смещение k -го луча. 
Задержки и доплеровские сдвиги в рамках данной модели генери-

руются как реализации непрерывных случайных величин, имеющих функ-
ции плотности вероятностей, пропорциональные функции рассеяния кана-
ла [73], )()(),(),( fppfpfFh ∆=∆≈∆ τττ , где: 

( ) ( ) max0       ,exp ττττ ≤≤−= ap ,                                 (5.8) 

( )
( )

max
2

max

       ,
1

ff

ff

b
fp ∆<∆

∆∆−
=∆ ,                         (5.9) 

где: ba,  - нормирующие константы. 
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Рис.5.1. Импульсная характеристика канала системы GSM, при скорости отно-
сительного перемещения мобильного телефона относительно базовой станции 
12 км/ч. Масштаб по оси τ  (на графике 0-100) - 0.1T, по оси t  (на графике 0-

20) - 150T. 

 
 
Рис.5.2. Импульсная характеристика канала системы GSM, при скорости отно-
сительного перемещения мобильного телефона относительно базовой станции 
60 км/ч. Масштаб по оси τ  (на графике 0-100) - 0.1T, по оси t  (на графике 0-

20) - 150T. 
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Рис.5.3. Импульсная характеристика канала системы GSM, при скорости отно-
сительного перемещения мобильного телефона относительно базовой станции 
120 км/ч. Масштаб по оси τ  (на графике 0-100) - 0.1T, по оси t  (на графике 

0-20) - 150T. 

 
Начальная фаза имеет равномерное распределение на интервале 

( )ππ ,− . 

В качестве примера, на Рис.5.1.- Рис.5.3 показаны реализации им-
пульсных характеристик канала мобильной связи по стандарту GSM. Вре-
менное рассеяние соответствует случаю центра города с высокой степенью 
застройки в соответствии с моделью распространения COST-207. Длина 
канала в этом случае 6≈L , тактовый интервал T =3.7мкс, несущая часто-
та – 950МГц. В данном случае мы имеем случай релеевских замираний, 
т.к. регулярная составляющая (прямой сигнал базовой станции) отсутству-
ет.  

Длина интервала когерентности при 12=V  км/ч (Рис.5.1) составля-
ет  27027 тактов, при 60=V  км/ч (Рис.5.2) составляет  5405 тактов, при 

120=V  км/ч (Рис.5.3) составляет  2702 тактов. 
Однако, если оценивать интервал постоянства (стационарности) 

импульсной характеристики канала по уровню относительной погрешно-
сти 1.0≤γ  (3.30), то соответствующие интервалы составляют 2000, 400 и 

200 соответственно. 
Т.о. использование слепой идентификации в системах мобильной 

связи GSM-900 означает фактически возможность оценки канала по одно-
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му информационному блоку, содержащему 142 информационных разряда 
и 6 «тихих» битов. Использование методов статистической идентификации 
в данных условиях может быть ограничено их низкой скоростью сходимо-
сти. Однако методы слепой идентификации, основанные на векторной мо-
дели канала могут оказаться весьма эффективными. 

В работе [74] представлены весьма оптимистические результаты 
моделирования работы алгоритма слепой идентификации, использующего 
статистики высокого порядка в этих условиях.   

В системах цифровой транкинговой связи использующих TDMA 
(например, наземная транкинговая связь по стандарту EDACS ProtoCALL, 
TETRA), системах удаленного радиодоступа, локальных офисных радио-
сетях каналы характеризуются весьма медленными замираниями (напри-
мер, в соответствии со стандартом транкинговой связи IEEE 802.16 

1max ≤∆f Гц) и одновременно могут сопровождаться существенным вре-

менным рассеянием. 
При этом создаются весьма благоприятные условия для использова-

ния алгоритмов статистической слепой идентификации канала для повы-
шения эффективности данных систем.  

 
5.2. Характеристики алгоритмов слепой идентификации кана-
лов связи 
На Рис.5.4. показаны основные характеристики информационных 

сигналов в системах связи и возможности использования этих особенно-
стей при использовании различных методов слепой идентификации. 

Как было показано нами выше, критичным параметром для слепой 
идентификации каналов с быстрыми замираниями является скорость схо-
димости алгоритма слепой идентификации. 

Поэтому, в первую очередь наше внимание должно быть уделено 
тем свойствам сигналов, которые позволяют использовать методы детер-
минированной слепой идентификации. Это, прежде всего, возможности 
использования векторной модели канала.  

Рассмотрим более подробно механизм возникновения модели (1.11) 
в цифровых системах связи с линейной модуляцией. 

В соответствии с (1.9) непрерывный информационный сигнал на 
входе канала имеет вид: 

( ) ( )nTtsatx

n

n

n −= ∑
+∞=

−∞=
0                                       (5.10) 

Отметим, что при АМ последовательность }{ na  вещественна и со-

ответствует значениям амплитуд передаваемого сигнала, при ФМ, КАМ и 
комбинированной АМ-ФМ модуляциях последовательность }{ na  ком-
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плексная.  
Корреляционная функция случайного процесса ( )tx  равна: 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=

−+−=+=+
n m

mnx mTtsnTtsbtxtxttB τττ 0
*
0,*, M , (5.11) 

где: { }mnmn aab
*

, M=  - автокорреляционная последовательность ин-

формационных символов. 
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Рис.5.4. Возможности и методы слепой идентификации в системах связи. 

 
Если последовательность информационных символов { }na  стацио-

нарна с нулевым средним и автокорреляционной последовательностью 
{ }nmb − , тогда: 
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( ) ( )mTttgbttB

m

mx −+=+ ∑
∞

−∞=

ττ ,, 0 ,                        (5.12) 

( ) ( ) ( )∑
∞

−∞=

−+−−=−+
n

mTnTtsnTtsmTttg ττ 0
*
00 , , 

где: ( )mTttg −+τ,0  - периодическая функция по переменной t  с 

периодом T .  
Т.о. ( )ttBx ,τ+  является периодической функцией по переменной t  

с периодом T . Случайный процесс такого типа называется циклостацио-
нарным процессом или периодически нестационарным процессом [75]. 

Рассмотрим отсчеты наблюдаемого сигнала ( )ty , взятые через ин-

тервал mT . Тогда в соответствии с (5.12) и (4.7) для 2=k  корреляцион-

ная функция этих отсчетов ( ) ( ) ( ){ }knynyknry −= *, M  является периодиче-

ской функцией по индексу n  с некоторым периодом  m .  
Алгоритм статистической слепой идентификации канала, основан-

ный на данном свойстве наблюдаемых сигналов в системах связи, описан в 
[21] и выводится из следующих рассуждений. 

Пусть ( )znS y ,  z-преобразование отсчетов корреляционной функции 

( )knry ,  вида: 

( ) ( )∑ −=
k

k
yy zknrznS ,, .                                     (5.13) 

Пусть ( )( ){ }zS k  компоненты дискретного преобразования Фурье от 

( )znS y , . Тогда используя (5.12) можно получить [13]: 

( )( ) ( ) 















=

m

k
j

z
hzhzS k

y
π2

exp
1
*

* ,                        (5.14) 

Если ( )zh  не имеет нулей в точках )/2exp( mkj π , что является эк-

вивалентом условию отсутствия общих нулей в модели векторного канала 
(Т.2), то мы можем идентифицировать канал, заметив, что для любых 1k  и 

2k  можно записать соотношение типа (2.8) в виде: 

( )( ) ( )( ) 0
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exp
12
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1
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*

2*
* 21 =
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ππ

.  (5.15) 

Практический алгоритм оценивания канала может быть получен из 
следующего уравнения оптимизации по методу наименьших квадратов: 
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Недостаток этого алгоритма это то, что он основан методе момен-
тов, т.е. использует оценку ковариационной матрицы. Это означает, что 
как мы уже не раз убеждались, даже когда шум отсутствует, присутствует 
ошибка оценивания для выборки конечного размера. 

В Главе 3 мы рассмотрели несколько алгоритмов детерминирован-
ной слепой идентификации векторного канала в предположении, что по-
линомы каналов не имеют общих нулей и ограничении на линейную 
сложность информационной последовательности. 

Рассмотрим возможности применения данных методов в том слу-
чае, когда векторный канал индуцирован избыточной дискретизацией. 

Пусть 

( ) ( ) ( ) ( )k
l

L

n

k
nlnlT

m

kT
tk vhatyly +== ∑

−

=
++=

1

0

,                        (5.17) 

где: 

( ) 







+= lT

m

kT
gh

k
n ,    ( ) ( ) ( )∫

+∞

∞−

−= τττ dsthtg 0 , 1,...0 −= mk . 

Если аппаратурная часть канала связи имеет полосу пропускания 

больше чем Tm / , то отсчеты шума ( ){ }k
l

v  остаются некоррелированными. 

В соответствии с Т.2 полиномы ( ) ( )zhzh m 10 ,..., −  не должны иметь 

общих корней.  
В каком случае выполняется данное условие при индуцировании 

векторного канала избыточной дискретизацией?  
Поскольку ответ на этот вопрос можно отнести к условиям иденти-

фицируемости канала, сформулируем данные условия в виде теоремы (эк-
вивалентная теорема сформулирована в [21]). 

 
Теорема 9.  Для того чтобы полиномы степени 1−L  

( ) ( )zhzh m 10 ,..., − , полученные в результате разбиения полинома  

степени 1−mL  ( )zh  вида: 
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( ) ( )∑
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=

=
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i
zhzzh ,                                   (5.18) 

не имели общих корней необходимо и достаточно, чтобы полином 
( )zh  не имел равномерно распределенных корней на окружности с 

шагом mπ2 . 

 
Доказательство: 
Пусть 0z  является общим корнем полиномов ( ) ( )zhzh m 10 ,..., − , то-

гда очевидно из (5.18) найдется m  корней mzz ,...,1  полинома ( )zh , яв-

ляющихся корнями полинома 0zzm − . Т.о. полином ( )zh  может быть 

факторизован в виде ( ) ( )( )0zzzhzh m −′= , или эквивалентно 
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Обратно пусть полином ( )zh  имеет m  корней вида 
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+−= . Тогда (5.18) можно записать в виде: 
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Квадратная матрица Вандермонда в (5.19) имеет полный ранг, по-
скольку корни { }kz  различны. Отсюда (5.19) имеет единственное триви-

альное решение и 0z  совместный корень полиномов ( ) ( )zhzh m 10 ,..., − . 

При соблюдении условия этой теоремы мы можем использовать 
данный подход для слепой идентификации каналов связи характеризую-
щихся быстрыми замираниями. 

Главным достоинством подобного подхода является возможность 
оценки по стационарным входным последовательностям, т.е. по любому 
участку принятого информационного сигнала, без пауз и специальных ви-
дов дополнительной модуляции.  

На Рис.5.5.-5.7 показаны результаты моделирования алгоритма сле-
пой идентификации векторного канала построенного по методу взаимных 
отношений в полиномиальной интерпретации (п.3.1). При этом рассматри-
вались сигналы цифровой системы связи с цифровой модуляцией АМ2, 
АМ4, АМ6, АМ8. 
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Достоверность системы связи в зависимости от точности оценки 
импульсной характеристики канала и отношения сигнал-шум оценивалась 
по формуле, полученной в [76] для верхней границы вероятности ошибки 
демодуляции, для больших отношений сигнал-шум: 

( )
22

22

2 4

11
exp

γ

γ

γ h

h
p

+













−≤ ,                                     (5.20) 

где: 2
h  - отношение сигнал-шум. 

При этом для сравнения эффективности слепой оценки построены 
графики погрешности оценки по одному отсчету тестового сигнала. 

Характерной особенностью данной оценки является крайне незна-
чительное число отсчетов информационной последовательности необхо-
димых для получения заданной достоверности. 

Одновременно помехоустойчивость слепой оценки примерно на 
10Дб хуже, чем оценки по тестовому сигналу.   

Помехоустойчивость слепой оценки незначительно возрастает с 
увеличением числа позиций цифровой модуляции. Некоторые существен-
ные отличия эффективности слепой оценки для различных видов модуля-
ции  (Рис.5.5,5.6) нивелируются увеличением числа отсчетов информаци-
онной последовательности, поскольку вызваны в основном высокой веро-
ятностью нарушения условия на линейную сложность коротких двоичных 
последовательностей. 

В целом, детерминированные алгоритмы слепой оценки, получен-
ные в рамках векторной модели канала, могут быть использованы для по-
вышения достоверности, например, систем мобильной связи, не только как 
альтернативный подход в сравнении с оценкой по тестовому импульсу, но 
и как дополнительная оценка канала, полученная в промежутке между тес-
товыми посылками, в случае высокой скорости замираний. 

Если полоса идентифицируемого канала ограничена полосой T1 , 

то условия Т.9 не выполняются, и мы не можем использовать сверхдискре-
тизацию для индуцирования векторного канала.  

В этом случае для слепой оценки скалярного канала мы можем ис-
пользовать алгоритмы статистической идентификации, основанные на не-
стационарности или негауссовости информационного сигнала. 

Негауссовость информационных сигналов в системах связи весьма 
соблазнительный ресурс для построения алгоритма слепой идентифика-
ции, не требующего нестационарной структуры информационного сигна-
ла. 
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Рис.5.5. Вероятность ошибки демодуляции в зависимости от отношения сиг-
нал-шум, в сравнении с оценкой по тестовому сигналу - «>» для различных 

видов цифровой модуляции: «о» -АМ2; «х» -АМ4; «+» - АМ6; «*» -АМ8. Мак-
симальная длина канала L=3. Число отсчетов информационной последователь-

ности 18. 

 
Рис.5.6. Вероятность ошибки демодуляции в зависимости от отношения сиг-
нал-шум, в сравнении с оценкой по тестовому сигналу - «>» для различных 

видов цифровой модуляции: «о» -АМ2; «х» -АМ4; «+» - АМ6; «*» -АМ8. Мак-
симальная длина канала L =4. Число отсчетов информационной последова-

тельности 24. 
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Рис.5.7. Вероятность ошибки демодуляции в зависимости от отношения сиг-
нал-шум, в сравнении с оценкой по тестовому сигналу - «>» для различных 

видов цифровой модуляции: «о» -АМ2; «х» -АМ4; «+» - АМ6; «*» -АМ8. Мак-
симальная длина канала L =6. Число отсчетов информационной последова-

тельности 36. 

 
Проиллюстрируем специфику подобного алгоритма на конкретном 

примере слепой идентификации по полиномиальным моментам старших 
порядков системы на входе которой стационарная последовательность с 
независимыми отсчетами, имеющими существенно негауссово распреде-
ление.  

Поскольку в системах связи мы обычно имеем дело с симметрич-
ными распределениями информационных символов, то кумулянт 3-го по-
рядка равен нулю. Поэтому обратимся  к кумулянтам 4-го порядка. 

Запишем уравнение полиномиальных кумулянтов 4-го порядка, со-
ответствующих модели системы вида (4.75) в виде: 
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Задавая различные точки в 4
C  получим систему полиномиальных 

уравнений (4.75), связывающую искомые переменные 110 ,...,, −Lhhh . Для 

идентифицируемой системы число решений конечно и не превосходит 
L4 . 
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Рассмотрим далее самый простой случай 2=L . Все полиномы сис-

темы уравнений (4.75) образованы мономами { }3
10

2
1

2
01

3
0

4
1

4
0 ,,,, hhhhhhhh .  

Введем новые переменные { }54321 ,,,, ttttt , соответствующие пере-

численным мономам. Систему (4.75) можно записать в виде системы ли-
нейных уравнений (4.81). Зададим сечения в виде { }0,0,1,0,01 −=z , 

{ }0,1,1,1,02 −=z , { }0,1,0,1,03 =z , { }1,1,0,0,04 −=z , тогда: 

qtP =
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 где: элементы матрицы P , получены также как и в (4.81).  
Для стационарного случая, очевидно, что при любом выборе значе-

ний формальных переменных в полиномиальных кумулянтах 
( ) 1−−≤ Lsrank P  и в  случае (5.22) ( ) 4=Prank  и система уравнений (5.22) 

недоопределена.   
Ранее мы показали, что вычисление базиса Грёбнера идеала, задан-

ного уравнениями (4.82) дает L  базисных полиномов, содержащих только 
1+L  переменных { }it . В рассматриваемом примере мы имеем: 
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Для вычисления канала в (5.23) требуется знать значения только пе-
ременных 54 , tt , которые можно найти, сформировав из (5.22) систему 

линейных уравнений вида: 
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Система уравнений (5.24) совместна и ранг матрицы равен 3. 
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Рис.5.8. Вероятность ошибки демодуляции в зависимости от отношения сиг-
нал-шум при использовании алгоритма слепой идентификации по полиноми-
альному кумулянту 4-го порядка, в сравнении с оценкой по тестовому сигна-
лу - «>» для различной модуляции: «о» -АМ2; «х» -АМ4; «+» - АМ6. Длина 
канала L =2, число отсчетов наблюдаемого сигнала 200, фиксированная ИХ.  

 
Рис.5.9. Вероятность ошибки демодуляции в зависимости от отношения сиг-
нал-шум при использовании алгоритма слепой идентификации по полиноми-
альному кумулянту 4-го порядка, в сравнении с оценкой по тестовому сигна-
лу - «>» для различной модуляции: «о» -АМ2; «х» -АМ4; «+» - АМ6. Длина 

канала L =2, число отсчетов наблюдаемого сигнала 1000, фиксированная ИХ. 
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Т.о. оценивая вектор q̂  по выборочным кумулянтам, наблюдаемого 

сигнала, по формулам (5.23) и (5.24) получаем оценку канала. 
На Рис.5.8 и Рис.5.9 показаны результаты моделирования алгоритма 

слепой идентификации по полиномиальному кумулянту 4-го порядка, в 
сравнении с оценкой по тестовому сигналу, для различных видов цифро-
вой амплитудной модуляции.  

Фиксированная импульсная характеристика канала взята ( )1,1=h . 

Отметим, что данная характеристика не может быть восстановлена алго-
ритмами, использующими технику сверхдискретизации. 

На Рис.5.10 импульсная характеристика генерировалась отсчетами 
случайного гауссовского вектора с нулевым математическим ожиданием и 
независимыми компонентами. 

 
Рис.5.10. Вероятность ошибки демодуляции в зависимости от отношения сиг-
нал-шум при использовании алгоритма слепой идентификации по полиноми-

альному кумулянту 4-го порядка, в сравнении с оценкой по тестовому сигналу 
- «>» для различной модуляции: «о» -АМ2; «х» -АМ4; «+» - АМ6. Длина кана-

ла L =2, число отсчетов наблюдаемого сигнала 2000, случайная ИХ. 
 

Характерной особенностью данного алгоритма является более вы-
сокая помехоустойчивость в сравнении с алгоритмом взаимных отноше-
ний и слабая зависимость достоверности от уровня аддитивного шума. 

Приемлемый уровень достоверности достигается при достаточно 
большом числе отсчетов (>3000) наблюдаемого сигнала, используемых 
для оценки (Рис.5.9). 

Применительно к стандарту GSM-900 это означает обработку 20-ти 
и более информационных блоков для получения одной оценки канала, что 
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конечно недостаточно в случае быстрых замираний, но может быть впол-
не достаточным для стационарных пунктов связи. 

Часто при разработке систем связи, использующих временное раз-
деление каналов, помимо специальных тестовых сигналов, при организа-
ции структуры информационного кадра информационные блоки разделя-
ются специальными «защитными» паузами для организации работы эква-
лайзера («хвостовые биты»), выравнивания задержки в канале, вывода 
передатчика на заданный режим («защитный» интервал) [77]. 

Наличие таких интервалов позволяет использовать алгоритмы ста-
тистической слепой идентификации для нестационарного, или точнее пе-
риодически-нестационарного по входу канала вида Рис.1.3.б. Возможно-
сти слепой идентифицируемости системы по статистикам 2-го порядка для 
нестационарного входа обсуждались в [82]. Впервые на сохранение фазо-
вой информации в системах связи с циклостационарным входом было ука-
зано в [83]. 

Если наличие пассивных пауз является естественной, или точнее 
вынужденной нестационарной модуляцией информационных сигналов, то 
в принципе подобную нестационарную модуляцию можно осуществить 
непосредственно поверх информационного сигнала (Рис.4.6, Рис.4.7)  в 
соответствии с (1.12). 

Подобный подход применительно к системам связи предложен в 
[23,79,81], для радиолокационных приложений в [35,88,89]. В отличии от 
подхода, основанного на сверхдискретизации, в данном случае, мы в 
принципе не имеем ограничений, сформулированных в теореме Т.9. По-
этому нам не требуется наличия дополнительной полосы частот в канале.  

Кроме того, характеристики основанных на сверхдискретизации ал-
горитмов чувствительны к рассогласованию длины канала, и вызывают 
увеличение в m  раз длины канала. Таким образом, должно быть оценено 
большее количество параметров и с точки зрения процедуры оценки, ис-
пользуются значительно большие объемы данных. 

В [80] рассматривался случай, когда циклостационарность введена 
непосредственно в передаваемую последовательность посредством специ-
ального кодирования, однако при этом возникают существенные потери 
информационной скорости. 

Условия идентифицируемости канала с периодически-
нестационарным входным сигналом обсуждались нами в п.4.1.1. Для дис-
кретного случая эти условия означают, что период нестационарной моду-
лирующей последовательности должен быть больше длины канала L . В 
[79] показано, что данное ограничение может быть ослаблено в два раза, 
но в принципе это ограничение не кажется принципиальным.  

Рассмотрим некоторые соображения при выборе вида нестационар-
ной модуляции.  
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Сразу скажем, что выбор оптимального вида нестационарной моду-
ляции зависит не только от инженерных соображений по ее реализации, 
конкретного алгоритма идентификации, но и от характеристик алгоритма 
демодуляции. В общем виде сформулировать и решить подобную задачу 
трудно. 

Поэтому рассмотрим некоторые частные результаты в данной об-
ласти. 

Комплексная периодическая последовательность ( )kg , 

1,...,0 −= 8k  должна быть выбрана так, чтобы последовательность ( )kx  

на входе канала стала существенно нестационарной, и при этом выполне-
ны некоторые дополнительные условия: 

1) желательно, чтобы ( ) 0>kg , поскольку при этом отсутствуют 

потери в скорости передачи; 
2) желательно, чтобы ( ) 1=kg  в случае использования частотной 

(или фазовой) модуляции сигналов.  
Последние условие важно так же с точки зрения эффективности ап-

паратурной реализации выходных каскадов усилителей системы связи 
[79]. 

В п.4.1.2 рассматривались алгоритмы слепой идентификации по 
спектральным моментам 2-го порядка, использующие периодическую не-
стационарность информационного сигнала.  

Погрешность оценки передаточной функции для алгоритмов данно-
го типа дана в (4.33). В соответствии с этим выражением дисперсия отсче-
тов оценки передаточной функции обратно пропорциональна отношению 

( ) ( ) ( )0xx FkFkTFR = , которое зависит только от  модулирующей после-

довательности и достигает минимума, если для любых k , ( ) 1=kTFR . Это 

возможно, только если ( ) ( )kkg δ= , что соответствует случаю передачи в 

одном информационном блоке только одного ненулевого информационно-
го разряда. 

Очевидно также, что выполнение 2-го условия в данном алгоритме 
невозможно, поскольку в этом случае ( ) ( )kkTFR δ= , и мы теряем инфор-

мацию о фазе передаточной функции. 
Поэтому при использовании двухдиагонального алгоритма (4.31) 

для идентификации используется две диагонали ковариационной матрицы 
в спектральной области.  

Мы можем выбрать модулирующую последовательность так, чтобы 
( ) 10 =TFR , ( ) 11 ≤±TFR  достигала своего максимального значения, при 

других k , ( ) 0=kTFR . 



 130 

Если ( ) aTFR =±1 , то в этом случае:  

( ) ( )( ) 212cos21 8kakg π+=                                 (5.25) 

При использовании данной последовательности может быть нару-
шено первое условие, если 2/1≥a . 

Т.о. последовательность типа (5.25) оптимальна для двухдиагональ-
ного алгоритма, но может не быть таковой, например, для алгоритма 
(4.32). 

Некоторым компромиссом в этом смысле среди вещественных по-
следовательностей может быть последовательность типа B (см. Рис.4.2): 

  ( )




≠

=
=

0k       1,

0k      ,A
kg                                     (5.26) 

На Рис.4.2-4.5, 4.8-4.10 показаны характеристики погрешности не-
которых алгоритмов слепой идентификации в этом случае.  

Таким образом, вообще, имеется компромисс между идентифици-
руемостью канала (требование высокой степени нестационарности) и тре-
бованием постоянства огибающей входного сигнала. 

Если входной сигнал вещественен (например при ФМ2 или ампли-
тудно-импульсной модуляции) то для обеспечения постоянного модуля 
модулирующей последовательности мы можем использовать комплексные 
модулирующие последовательности с постоянным модулем.  

Для этого в алгоритмах слепой идентификации мы можем исполь-
зовать только симметричные моменты (например, 2-ю ковариационную 
матрицу [84]). 

В [79] предложена периодическая нестационарная модуляция с по-
стоянным модулем при помощи двух комплексных экспонент вида 

( )kjωexp , где ω  периодически меняет своё значение с  1ω  на 2ω  в тече-

нии передачи 1-го информационного блока.  
Для других случаев последовательностей с постоянным модулем, 

кажется, не имеется такой модулирующей последовательности, которая бы 
сохраняла одновременно и постоянную огибающую и индуцировала бы 
существенную нестационарность на входе канала. 

Рассмотрим далее некоторые характеристики алгоритмов слепой 
идентификации по нестационарному входу в системах связи. 

В гл.4. мы обсуждали алгоритмы, область применения которых ста-
тистическая слепая идентификация в системах с финитными сигналами. 
Данный случай соответствует системам связи с пассивной паузой.  

Конечно, применение данных алгоритмов сопровождается потерями 
в скорости передачи, однако, рассматривая эти алгоритмы в качестве аль-
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тернативы использованию тестовых сигналов, мы должны учесть, что час-
тично паузы вызваны инженерными соображениями, а использование тес-
тового импульса требует временного интервала как минимум в 2 раза 
большей длины.  

Поэтому для анализа эффективности подобных подходов целесооб-
разно рассматривать процентное соотношение паузы и длины информаци-
онного блока, а также суммарное число отсчетов, необходимое для дости-
жения заданной достоверности. 

Например, для системы GSM-900 с испытательным импульсом со-
отношение длины блока к паузе – 25%, а необходимое число отсчетов 
148+8=156.    

   

 
 Рис.5.11. Вероятность ошибки демодуляции в зависимости от отношения сиг-
нал-шум при использовании алгоритма слепой идентификации, основанного 

на факторизации многообразий нулевой корреляции 2-го порядка, в сравнении 
с оценкой по тестовому сигналу - «>» для различной модуляции: «+» - ФМ2; 
«о» -ФМ4; «*» -ФМ8; «х» -ФМ16;. Длина канала 3, длина блока данных 12,  

число блоков 4. 
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Рис.5.12. Вероятность ошибки демодуляции в зависимости от отношения сиг-
нал-шум при использовании алгоритма слепой идентификации, основанного 

на факторизации многообразий нулевой корреляции 2-го порядка, в сравнении 
с оценкой по тестовому сигналу - «>» для различной модуляции: «+» - ФМ2; 
«о» -ФМ4; «*» -ФМ8; «х» -ФМ16;. Длина канала 3, длина блока данных 12,  

число блоков 20. 

 
Наибольшей скоростью сходимости среди этих алгоритмов облада-

ют алгоритмы, основанные на факторизации аффинных многообразий ну-
левой корреляции. 

На Рис.5.11, Рис.5.12 показаны результаты моделирования алгорит-
ма, основанного на факторизации аффинных многообразий нулевой кор-
реляции 2-го порядка. 

Импульсная характеристика взята фиксированной ( )1,1,1=h . Соот-

ношение длины блока к паузе – 25%, число отсчетов в эксперименте на 
Рис.5.11 – 60, на Рис.5.12 - 300. Т.о. рассматривается пограничный случай 
эффективности слепой оценки, относительно оценки по тестовому сигна-
лу. 

Из этих экспериментов очевидно, что основным недостатком дан-
ного подхода является его крайне низкая помехоустойчивость. Кроме то-
го, данный алгоритм крайне чувствителен к увеличению длин блока дан-
ных и канала, однако этот недостаток не кажется принципиальным при 
достижении соотношения длины блока к паузе меньше, чем при использо-
вании тестового сигнала. 

Несомненными достоинствами данного алгоритма являются отсут-
ствие требований к наличию априорной информации о статистике инфор-
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мационной последовательности, а также стремление погрешности оценки 
ИХ к нулю при фиксированной выборке. Отметим, что этот факт свойст-
венен только алгоритмам детерминированной слепой идентификации (см. 
для сравнения Рис.5.5.- Рис.5.7). 

Алгоритмами, потенциально имеющими практическое значение в 
системах связи, являются алгоритмы, основанные на многообразиях нену-
левой корреляции (п.4.2.4). Для работы этих алгоритмов также необходи-
ма пассивная пауза, однако их возможности более предпочтительны, чем у 
алгоритмов, использующих факторизацию многообразий нулевой корре-
ляции. 

На Рис.5.13, Рис.5.15 показаны результаты моделирования алгорит-
ма, основанного на аффинных многообразиях ненулевой корреляции 2-го 
порядка. 

Пограничный, с точки зрения слепой оценки случай показан на 
Рис.5.13, Рис.5.14. Мы можем заметить, что данный алгоритм даже пре-
восходит достоверность системы с испытательным импульсом для отно-
сительно малых отношений сигнал шум (5-10Дб), свойственных, кстати, 
большинству радиоканалов.  

При этом, как и для большинства алгоритмов слепой идентифика-
ции, уровень достоверности слабо зависит от отношения сигнал шум, по-
скольку определяется числом реализаций. Однако в отличии, например от 
алгоритма оценки по кумулянту 4-го порядка требуемое число отсчетов в 
эксперименте на порядок меньше: на Рис.5.13 – 60, на Рис.5.14 – 300. 

На Рис.5.15 показан случай, когда слепая оценка выигрывает на 
12% (для системы GSM-900) по скорости передачи перед тестовым им-
пульсом, при примерно той же допустимой скорости замираний в канале. 

В целом характеристики алгоритма слабо зависят от длины канала и 
длины информационного блока, что делает этот алгоритм потенциально 
привлекательным для использования в системах связи. 

В заключении рассмотрим возможности слепой идентификации для 
модулирующих последовательностей типа (5.25) и (5.26). В этом случае 
мы не имеем потерь в скорости передачи данных, поскольку ( ) 0>kg . 

Результаты применения алгоритма идентификации по полиноми-
альным статистикам 2-го порядка, рассмотренного в п.4.2.2., показаны на 
Рис.5.16-19, в сравнении с характеристиками оценки по тестовому сигна-
лу. Чтобы уровнять шансы двух этих методов, при моделировании ампли-
туда тестового импульса взята равной максимальному значению инфор-
мационного сигнала с учетом нестационарной модуляции, как это показа-
но на Рис.4.6, Рис.4.7. Импульсная характеристика при моделировании 
задавалась генератором случайных чисел, имеющих гауссовское распре-
деление.  



 134 

 
Рис.5.13. Вероятность ошибки демодуляции в зависимости от отношения сиг-
нал-шум при использовании алгоритма, основанного на преобразовании не-

нулевой корреляции 2-го порядка, в сравнении с оценкой по тестовому сигна-
лу - «>» для различной модуляции: «+» - ФМ2; «о» -ФМ4; «*» -ФМ8; «х» -

ФМ16;. Длина канала 3, длина блока данных 12,  число блоков 10. 

 
Рис.5.14. Вероятность ошибки демодуляции в зависимости от отношения сиг-
нал-шум при использовании алгоритма, основанного на преобразовании не-

нулевой корреляции 2-го порядка, в сравнении с оценкой по тестовому сигна-
лу - «>» для различной модуляции: «+» - ФМ2; «о» -ФМ4; «*» -ФМ8; «х» -

ФМ16;. Длина канала 3, длина блока данных 12,  число блоков 20. 
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Рис.5.15. Вероятность ошибки демодуляции в зависимости от отношения сиг-
нал-шум при использовании алгоритма, основанного на преобразовании нену-
левой корреляции 2-го порядка, в сравнении с оценкой по тестовому сигналу - 
«>» для различной модуляции: «+» - ФМ2; «о» -ФМ4; «*» -ФМ8; «х» -ФМ16;. 

Длина канала 3, длина блока данных 24,  число блоков 10. 
 

 
Рис.5.16. Вероятность ошибки демодуляции в зависимости от отношения сиг-
нал-шум при использовании алгоритма, основанного на полиномиальных ста-
тистиках 2-го порядка, в сравнении с оценкой по тестовому сигналу - «>» для 
различной модуляции: «+» - ФМ2; «о» -АМ4; «*» -АМ8. Длина канала 3, дли-

на блока данных 200, модулирующая последовательность (5.25), a=1/2. 
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Рис.5.17. Вероятность ошибки демодуляции в зависимости от отношения 
сигнал-шум при использовании алгоритма, основанного на полиномиаль-

ных статистиках 2-го порядка, в сравнении с оценкой по тестовому сигналу 
- «>» для различной модуляции: «+» - ФМ2; «о» -АМ4; «*» -АМ8. Длина 
канала 3, длина блока данных 200, модулирующая последовательность 

(5.26), А=4. 

 
Рис.5.18. Вероятность ошибки демодуляции в зависимости от отношения сиг-
нал-шум при использовании алгоритма, основанного на полиномиальных ста-
тистиках 2-го порядка, в сравнении с оценкой по тестовому сигналу - «>» для 
различной модуляции: «+» - ФМ2; «о» -АМ4; «*» -АМ8. Длина канала 3, дли-

на блока данных 200, модулирующая последовательность (5.26), А=8. 
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Рис.5.19. Вероятность ошибки демодуляции в зависимости от отношения сиг-
нал-шум при использовании алгоритма, основанного на полиномиальных ста-
тистиках 2-го порядка, в сравнении с оценкой по тестовому сигналу - «>» для 
различной модуляции: «+» - ФМ2; «о» -АМ4; «*» -АМ8. Длина канала 3, дли-

на блока данных 200, модулирующая последовательность (5.26), А=16. 
 
Использование последовательности типа (5.25) по характеристикам 

достоверности аналогично алгоритму слепой идентификации, основанно-
му на преобразовании ненулевой корреляции 2-го порядка (Рис.5.15), и 
может быть оптимальной при небольших отношениях сигнал-шум.  

Модулирующая последовательность (5.26) может обеспечить дос-
таточно высокую степень достоверности (Рис.5.19) при достаточно высо-
ких значениях параметра 10>A .  

Рассмотренные алгоритмы в данном разделе алгоритмы не исчер-
пывают всего разнообразия подходов и алгоритмов слепой коррекции ка-
налов связи разработанных на сегодняшний день. Читателя, интересующе-
гося данной проблематикой, мы адресуем к [16] и обзорам [6,13,48,85]. 

В частности для систем связи, характеризующихся конечным алфа-
витом информационных символов,  может оказаться оправданной идея 
распространения классического метода оценивания по максимуму прав-
доподобия  не только на информационные символы, но и неизвестную 
импульсную характеристику скалярного канала. Условия идентифицируе-
мости в данном случае задаются теоремой Т.7.   

Подобные методы классифицируются в литературе как стохастиче-
ские алгоритмы максимального правдоподобия.  
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Поскольку информационный сигнал неизвестен, мы можем считать 
его случайным вектором с известным распределением. Положим для при-
мера, что информационные символы принимают конечное число значений 
{ }Kxxx ,...,, 21  с равной вероятностью, а аддитивная помеха – белый гаус-

совский шум со спектральной плотностью 08 , тогда алгоритм оценки 

канала будет иметь вид: 
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Впервые применение данного алгоритма в системах связи рассмот-
рено в [86].  

Максимизация функции правдоподобия (5.27) в общем случае труд-
ная задача, поскольку данная функция невыпуклая [86]. Однако сегодня 
известно достаточно большое число алгоритмов позволяющих получить 
оценки высокого качества (см. библиографию в [85], а также [16]). При 
выполнении условий регулярности и при хорошем начальном приближе-
нии данные алгоритмы сходятся (по крайней мере, в среднеквадратиче-
ском смысле) к истинному значению импульсной характеристики канала. 

Детерминированная версия алгоритма МП не использует статисти-
ческой модели для информационной последовательности. Другими слова-
ми вектор канала h и информационный вектор x подлежат одновременной 
оценке. Когда вектор шума гауссовский с нулевым математическим ожи-
данием и ковариационной матрицей σ2I МП оценка может быть получена 
нелинейной оптимизацией минимальных квадратов.  

{ } ( ) ( )( )
























−= ∑
l

lsly 2,|minminargˆ,ˆ xhxh
xh

                    (5.28) 

Совместная минимизация функции правдоподобия по вектору кана-
ла и информационным отсчетам еще более трудная задача чем (5.27). К 
счастью наблюдаемый вектор линейная функция относительно вектора 
данных или вектора канала, заданная тёплицевой или ганкелевой матри-
цей. Поэтому мы имеем нелинейную проблему минимальных квадратов, 
которую мы можем решить последовательно. В частности, если нас инте-
ресует оценка только канала, то используется подход, описанный в п.3.2.  

Свойство конечного алфавита информационной последовательно-
сти, может также использоваться в рамках детерминированного МП под-
хода. Такой алгоритм предложен в [87] и использует обобщенный алго-
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ритм Витерби [16]. Сходимость данных подходов в общем виде не гаран-
тирована. 

Несмотря на то, что МП оценки обычно обеспечивают лучшие ха-
рактеристики, вычислительная сложность и локальные максимумы их две 
основные проблемы.  

Важное место в приложениях связи занимает так называемая «по-
луслепая» идентификация канала. Данные методы идентификации каналов 
связи привлекают в последнее время большое внимание, поскольку обес-
печивают быструю и устойчивую оценку канала. Кроме того, поскольку 
большое число последовательных систем передачи уже используют тесто-
вые сигналы, вероятность внедрения этих методов в практику связи более 
высока.  

Полуслепая идентификация использует дополнительные знания о 
входной информационной последовательности, так как часть входных 
данных известна.  

При этом используются как стохастические, так и детерминирован-
ные МП оценки, естественно с учетом модификации функций правдопо-
добия, путем введения априорных данных о входе [85,76].  

Как отмечалось в п.1, в общем, имеется два подхода к решению сле-
пой проблемы: слепая идентификация канала или слепая коррекция. Для 
систем связи разработано достаточно большое число подходов построения 
слепых эквалайзеров.  

Ключевой момент в разработке слепого эквалайзера это разработка 
правила регулировки параметров эквалайзера. При отсутствии испыта-
тельного импульса приемник не имеет доступа к параметрам канала и не 
может использовать традиционный подход к минимизации критерия ми-
нимума средней ошибки [16].  

Несомненно, адаптация слепого эквалайзера требует использования 
некоторой специальной функции стоимости, которая, безусловно, включа-
ет в себя статистики высокого порядка выходного сигнала.  

Самый простой алгоритм в данном классе минимизирует средний 
квадрат ошибки между выходом эквалайзера и выходом двухстороннего 
ограничителя. Характеристики алгоритма зависят от того, насколько хо-
рошо подобраны начальные параметры эквалайзера. 

Наиболее известные алгоритмы в данном классе стохастических 
градиентных алгоритмов это алгоритмы Сато, Годарда, алгоритм «Stop-
and-go» [16]. 

В целом подобные алгоритмы сходятся, когда выходная последова-
тельность эквалайзера удовлетворяет свойству Базганга, т.е.: 

( ) ( ){ } ( ) ( )( ){ }klyflyklyly −=− MM ,                        (5.29) 
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где: ( )•f  - функция стоимости. Поэтому эти алгоритмы называются 

также алгоритмами Базганга.  
Базовое ограничение стохастических градиентных алгоритмов от-

носительно медленная сходимость, требование достоверных начальных 
условий. 

Более подробно мы остановимся на близких к данным методам 
подходах в следующей главе, при рассмотрении задачи фокусировки ра-
диолокационных изображений. 

Т.о. слепая обработка сигналов достаточно перспективная техноло-
гия выравнивания канала в последовательных системах связи в каналах с 
рассеянием. При этом проведенный анализ показывает, что если рассмат-
ривать слепую оценку как альтернативу оценке по испытательному им-
пульсу, то последняя практически всегда выигрывает по скорости сходи-
мости и помехоустойчивости, однако слепая оценка всегда выигрывает по 
скорости передачи.  

Вместе с тем для алгоритмов, использующих векторную модель ка-
нала, преобразования ненулевой корреляции, а также нестационарную 
модуляцию в ряде случаев выигрыш оценки по тестовому импульсу по 
достоверности может быть нивелирован или ликвидирован полностью.  

Поэтому использовать или нет слепую оценку канала в каждом 
конкретном случае требует от разработчика системы связи компромиссно-
го решения.    
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Глава 6.  
 
«СЛЕПАЯ» ПРОБЛЕМА, ПРИ ФОРМИРОВАНИИ 
ИЗОБРАЖЕНИЙ В РЛС С СИНТЕЗИРОВАННОЙ 
АПЕРТУРОЙ    
 
В этой главе мы рассмотрим вопросы формирования изображений в 

радиолокационных системах с синтезированной апертурой (РСА). Пока-
жем существо слепой проблемы в данной задаче, возможности, специфику 
и значение технологий СОС для развития технологий радиолокационного 
наблюдения.   

 
6.1. Принципы радиолокационного наблюдения поверхности    
Земли 
 
В этом параграфе мы приведем некоторые элементарные, но необ-

ходимые для знакомства с данным разделом сведения о принципах по-
строения радиолокаторов, формирующих изображения подстилающей по-
верхности. Более подробную информацию о данных системах можно най-
ти в [91-93,111,112]. 

Радиолокаторы бокового обзора (РБО) являются естественной мо-
дификацией импульсных РЛС кругового обзора при размещении их на 
летательном аппарате (ЛА). В отличие от РЛС кругового обзора антенна 
РБО неподвижна относительно корпуса ЛА и развертка радиолокационно-
го изображения поверхности Земли обеспечивается движением ЛА.  

Радиолокационное изображение (РЛИ), облучаемой поверхности 
Земли формируется из амплитуды переотраженных в обратном направле-
нии зондирующих импульсов РЛС и является модулем комплексного ко-
эффициента обратного рассеяния поверхности Земли. Каждый отражен-
ный импульс является строчкой дискретного РЛИ, столбцами, которого 
являются отсчеты отраженных импульсов. 

Размер РЛИ (или полоса захвата РБО) по оси Y определяется шири-
ной диаграммы направленности антенны РБО в этом сечении - θy, углом 
места ϕ, и высотой ЛА – h (см. Рис.6.1). В предположении плоской отра-
жающей поверхности: 
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Очевидно, что размер РЛИ вдоль оси X ограничен только временем 
работы РЛС. 

Линейная разрешающая способность по азимуту РБО (вдоль оси X) 
характеризует возможность различения на РЛИ двух близкорасположен-
ных точечных целей, и определяется шириной диаграммы направленности 
антенны в сечении азимута и наклонной дальностью до цели: 

x
xx

D
RR

λ
θ ==∆                                             (6.2) 

Разрешающая способность РБО по наклонной дальности определя-
ется только типом зондирующего сигнала и при использовании простого 
радиоимпульса равна ∆r=cδτ/2, а при использовании сложных сигналов 
определяется эффективной полосой частот сигнала, т.е. ∆r=c/∆fэ2.  

 

 
Рис.6.1. Принципы построения РСА. 

 
Для решения задачи формирования радиолокационного изображе-

ния с заданным качеством важную роль играет разрешающая способность 
РБО по поверхностной дальности (см. Рис.6.2), которая зависит от угла 
падения α: 

  
( )αcos2 э

y
f

c

∆
=∆ ,                                             (6.3) 
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и для плоской поверхности равна ∆r/sin(ϕ). Данная зависимость по-
казывает, что разрешающая способность РБО по поверхностной дальности 
резко падает при малых углах места, поэтому РБО обычно работают при 
углах места >10°. 

Т.о. увеличение разрешающей способности РБО по дальности обес-
печивается использованием более широкополосных зондирующих сигна-
лов и легко достижимо, в тоже время увеличение разрешающей способно-
сти по азимуту требует увеличения отношения длины антенны к длине 
волны до величины, сравнимой с расстоянием до цели, что, как правило, 
сопряжено с большими техническими проблемами.  

Альтернативный путь резкого увеличения азимутальной разре-
шающей способности РБО без увеличения размеров реальной антенны – 
использование метода синтезирования апертуры антенны, который обес-
печивает практически неограниченной увеличение отношение Dx/λ, за счет 
использования специальной пространственно-временной обработки отра-
женных сигналов.  

 

 
Рис.6.2. Разрешающая способность по наклонной и поверхно-

стной дальности. 
  

Радиолокатор бокового обзора, использующий метод синтезирова-
ния апертуры для формирования РЛИ с высоким разрешением, называется 
радиолокатором с синтезированной апертурой (РСА). 

Рассмотрим принцип формирования РЛИ в РСА. Пусть точечная 
цель облучается последовательностью радиоимпульсов с частотой повто-
рения значительно более высокой, чем в РБО (Рис.6.3).  

В момент времени t1 приходит первый, отраженный от цели им-
пульс, в t8 последний. В течение этого времени антенна перемещается в 
пространстве на расстояние Ls, которое называют длиной синтезированной 
апертуры (равна разрешающей способности РБО).  
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Рис.6.3. Принцип синтеза апертуры в РСА. 

 
Каждый k-й отраженный радиоимпульс в этой пачке получает за-

держку τ(tk)=2R(tk)/c, фазовый сдвиг несущего колебания ϕ(tk)=4πR(tk)/λ и 
некоторый амплитудный коэффициент, индуцированный диаграммой на-
правленности (ДН) антенны Gk, зависящие от момента излучения импуль-
са tk.  

( )( ) ( )( )( )[ ]kkkотр ttjttSGkts ϕωτ −−= 0expRe),( &                (6.4) 

В большинстве случаев достаточно проанализировать квадратичную 
аппроксимацию R(t) в окрестности точки траверза цели – tтр: 
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Т.о. огибающая пачки отраженных импульсов определяется ДН ан-
тенны и квадратичным фазовым набегом, который эквивалентен линейной 
частотной модуляции пачки импульсов, так как: 

( ) ( ) ( )( )тр
тр

22
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dt

d
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λ
ϕ

π
                           (6.6) 

Вид такой пачки показан на Рис.6.4. Частотную модуляцию пачки 
отраженных импульсов можно объяснить эффектом Доплера, возникаю-
щим вследствие движения ЛА. Данная линейная частотная модуляция 
огибающей пачки отраженных импульсов имеет  полосу частот 
∆f=2VLs/λR. 

Максимальное квадратичное смещение отраженных импульсов по 
оси задержки, показанное на Рис.6.4, как правило, меньше разрешающей 
способности РСА по задержке δτ и проявляется только в космических или 
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сверхширокополосных РСА, где носит название эффекта миграции даль-
ности. 

δτ

 
Рис.6.4. Траекторный сигнал РСА. 

 
Таким образом, в РСА, в отличие от РБО, мы обрабатываем не один 

отраженный импульс, а пачку импульсов. Комплексная огибающая этой 
пачки не что иное, как дискретное представление ЛЧМ импульса. Вос-
пользовавшись этим фактом, мы можем сжать этот сигнал вдоль оси X до 
величины x∆ , воспользовавшись, например, согласованным с этим сигна-

лом фильтром: 

22
x

s
x

D

L

R

f

V
==

∆
=∆

λ
                                        (6.7) 

Т.е. азимутальное разрешение РСА не зависит от расстояния до це-
ли, длины волны, скорости полета и т.п., и определяется только длиной 
азимутального раскрыва антенны, причем, чем он меньше, тем выше раз-
решающая способность РСА. Чем меньше апертура реальной антенны, тем 
больше Ls, тем больше отношение длины синтезированной антенны к дли-
не волны, которое мы теперь можем сделать сколь угодно большим. 

Таким образом, особенность РСА, в необходимости совместной ко-
герентной обработки пачки отраженных импульсов длиной 8=Ls/∆x. 

Поскольку в РСА частота повторения импульсов в 8 раз больше чем 
в РБО, то полоса обзора помимо выражения (1) должна выбираться с уче-
том естественного условия однозначности, т.е.  Wt<cTп2 (см. Рис.6.1), где 
Tп - период повторения импульсов. Данное условие может существенно 
ограничивать полосу захвата космических РСА. 

Поэтому для увеличения полосы захвата используется сканирую-
щий режим работы антенны РСА, при котором организуется циклическое 
сканирование ДН антенны по углу места с периодом Ts=Ls/V. В этом слу-
чае, интервал синтеза апертуры антенны Ts делится на M частей, в течение 
каждого из них наблюдаются различные участки полосы захвата. В этом 
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случае разрешающая способность РСА в (M+1) раз больше, чем при боко-
вом обзоре. 

Телескопический (прожекторный) режим используется в РСА для 
получения очень высокого разрешения (больше чем Dx/2), за счет увели-
чения длины синтезированной апертуры Ls путем организации непрерыв-
ного наблюдения заданного участка местности, который обеспечивается 
сканированием ДН антенны по углу азимута. Особенностью такого режи-
ма является кадровый характер съемки. 

 
6.2. Радиолокационное дистанционное зондирование Земли: со-
временное состояние, проблемы и перспективы развития 
 
Первыми радиолокационными системами (РЛС), которые нашли 

применение в дистанционном зондировании, были авиационные радиоло-
каторы бокового обзора. Они использовались в военной авиации в основ-
ном для разведывательных целей и навигации.  

Появление в 50-х годах авиационных радиолокаторов с синтезиро-
ванной апертурой (РСА) явилось следствием борьбы за улучшение про-
странственного разрешения. Развитие когерентной техники и методов оп-
тимальной обработки сигналов открыли новые возможности получения 
очень высокой разрешающей способности по азимуту.  

При использовании метода синтезированной апертуры, высокое 
разрешение достигается формированием искусственного раскрыва в ре-
зультате поступательного движения летательного аппарата, несущего ан-
тенну, которая излучает зондирующие импульсы в направлении, перпен-
дикулярном линии пути. Последовательные положения реальной антенны 
в пространстве, соответствующие каждому излученному импульсу, могут 
рассматриваться как элементы некоторой синтезированной антенной ре-
шетки. При этом горизонтальный размер синтезированной антенны обрат-
но пропорционален физическому размеру реальной антенны и может быть 
сделан очень большим. Соответственно, пространственное разрешение в 
РСА может быть сделано достаточно высоким независимо от высоты по-
лета летательного аппарата, кроме этого, появляется возможность исполь-
зования рабочей длины волны вплоть до нескольких метров без сущест-
венной потери пространственного разрешения. Эти обстоятельства обу-
словили огромные перспективы использования РСА на борту космических 
аппаратов [94,95]. 

В настоящее время космические РСА находят все большее приме-
нение в различных технологиях дистанционного зондирования Земли 
(ДЗЗ), а в некоторых из них, например, исследование динамических про-
цессов в океане, РСА признается, как единственно возможный инструмент 
для получения  достоверной информации.  
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Это объясняется двумя основными обстоятельствами, отличающи-
ми РСА от датчиков дистанционного зондирования, работающих в види-
мом и инфракрасном диапазонах электромагнитного спектра: 

• РСА способны получать радиолокационные изображения (РЛИ) 
поверхности Земли вне зависимости от состояния облачного покрова и 
освещенности поверхности; 

• РЛИ несет в себе зависимость от некоторых специфических ха-
рактеристик подстилающей поверхности: динамика поверхности, диэлек-
трическая постоянная, микрорельеф. 

Естественными причинами, которые могут привести к существен-
ным изменениям этих характеристик и их РЛИ, соответственно, могут 
быть следующие: вегетация и потеря листвы растительностью; поврежде-
ния растительности (пожары, загрязнения и т.п.); активное сельское хозяй-
ство; изменение микрорельефа и влажности поверхности (дождь, снег и 
т.п.); наводнение; эрозия почвы; динамика взволнованной водной поверх-
ности (приводной ветер, мелководье, поверхностно-активные вещества, 
гидродинамические эффекты, связанные с океанскими течениями и тече-
нием рек); изменение структуры морских льдов и глетчеров. Это обстоя-
тельство определяет возможность решения с помощью радиолокационного 
наблюдения целого ряда практических задач. Например, более чем два 
десятка лет РЛИ используются в геологии для поиска геоморфологических 
признаков, которые связаны с минералами и газоводонесущими породами 
[94-98].  

РЛС бокового обзора - основное средство в дистанционном зонди-
ровании морских льдов, проводки судов во льдах. С помощью информа-
ции РЛС удается не только картографировать ледовые поля, но и опреде-
лять толщину льда, его происхождение, состояние; определить структуру 
трещин и динамику их развития. Особенно успешно с помощью радиоло-
кационных данных решаются задачи определения характеристик привод-
ного ветра (скорость, направление), а также прогноза энергии ураганов, 
контроля зон штормов и сильного волнения [97].  

Совместно с ИК аппаратурой РСА активно используется для опре-
деления зон наиболее эффективного рыболовства, обнаружения косяков 
некоторых типов промысловых рыб, прогнозирования рыбных запасов и 
определения квот вылова. 

Особенно расширилась область применения РСА с появлением ме-
тода интерферометрической съемки [99]. Помимо указанных выше основ-
ных свойств радиолокационных данных, при интерферометрической обра-
ботке появляется возможность получения трехмерной пространственной 
информации о характеристиках радиолокационного рассеяния земной по-
верхности. Основным применением таких данных является топография с 
высоким разрешением, получение цифровых карт рельефа местности, их 
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оперативного и постоянного обновления. 
В ближайшем будущем прогнозируется преимущественное приме-

нение РЛС в таких областях, как: картографирование растительных покро-
вов, определение их типа; отслеживание некоторых типов повреждений 
окружающей среды, например, в результате лесных пожаров; картографи-
рование влажности почвы и растительности, заболоченности; контроль и 
управление движением морских и речных судов; обнаружение пленок 
нефти естественного и искусственного происхождения; контроль порывов 
нефтепроводов и продуктопроводов (в настоящие время проводятся иссле-
дования о возможности глобального контроля масштабов утечки газа в 
газопроводах); картография и топография высокого разрешения; городское 
планирование и картография землепользования. 

РСА космического и авиационного базирования эффективно ис-
пользуются для военных приложений. Это системы разведки, целеуказа-
ний, системы дистанционного обнаружения мин и т.п. [94,95,100,101].  

Эффективность использования РСА в этой области связана с воз-
можностью этих систем, обеспечивать решение задачи независимо от по-
годных условий и времени суток, а также с высокой геометрической точ-
ностью. 

Как правило, авиационные радиолокационные комплексы исполь-
зуют одновременно несколько несущих частот (многочастотные РСА) и 
поляризаций (поляриметрические РСА).  

Разнообразие частот и поляризаций имеет решающее значение для 
точной классификации покровов земли в тропических и Арктических об-
ластях, измерении биомассы лесов, снежного покрова и влажности.  

Применение длинноволновых диапазонов (длина волны более 70см) 
обеспечивает возможность подповерхностного зондирования, поскольку 
РЛИ несет в себе информацию о распределении коэффициента отражения 
в толще земной поверхности, при этом глубина проникновения в VHF и 
UHF диапазонах может достигать нескольких сотен метров.  

РСА космического базирования имеют ряд преимуществ перед 
авиационными радиолокационными системами наблюдения. Это прежде 
всего: 

• возможность глобального обзора поверхности Земли (до 1000 км); 
• высокая оперативность и регулярность обновления информации 

(от нескольких часов до нескольких суток); 
• потенциально более низкая стоимость съемки одного квадратного 

километра поверхности. 
Считается, что первым космическим радиолокатором для построе-

ния изображений поверхности Земли была аппаратура  космического ап-
парата (КА) Seasat-A (США). Аппарат был запущен на околополярную 
орбиту высотой 800 км в июне 1978. Радиолокатор имел рабочую длину 
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волны 23см и горизонтально поляризованное излучение, угол визирования 
поверхности был фиксированным и составлял 20 градусов от надира. Ши-
рина полосы захвата РСА Seasat-A, т.е. ширина участка местности, попа-
дающей на изображение, была 100 км, а разрешение приблизительно 25 
метров. РСА был включен в состав полезной нагрузки КА прежде всего с 
целью съемки поверхности океана, однако в течение трехмесячной экс-
плуатации КА были также получены изображения обширных территорий 
северного полушария.  

Изображения РСА Seasat использовались для определения спектра 
направлений океанских волн, поверхностных проявлений внутренних 
волн, движения полярных льдов, особенностей геологического строения 
земной коры, границ влажности почвы, характеристик вегетации, исполь-
зования земли под городские застройки, и других задач представляющих 
интерес.  

Результаты эксплуатации РСА Seasat превзошли все ожидания  и 
показали высокие информационные возможности РЛИ не только при на-
блюдении процессов в Мировом океане, но и для наблюдения природных 
объектов и явлений на суше, ледового и растительного покровов Земли, а 
также во многих других приложениях дистанционного зондирования. Это 
обстоятельство вызвало резкий рост интереса к подобным системам и по-
служило толчком к активизации исследовательских работ в области прак-
тического применения радиолокационных данных, создания аппаратных 
средств космических РСА, методов обработки радиолокационной инфор-
мации. 

В последующие почти 25 лет после запуска КА Seasat было реали-
зовано несколько проектов космических РСА - SIR-A/B (США), SIR-C/X-
SAR (США, Германия, Италия), ERS-1/2, ENVISAT (Европейское сообще-
ство), JERS (Япония), КА ”Алмаз” (СССР), RADARSAT (Канада).  

Эксплуатация этих систем преследовала в основном исследователь-
ские цели: отрабатывались и проверялись аппаратурные решения, методы 
и техника обработки радиолокационных данных, технологии измерения 
характеристик природных объектов и явлений по радиолокационной ин-
формации. В аппаратуре использовались частотные диапазоны L(23см), 
S(10см), C(5см), X(3см), активные (SIR-A/B/C, JERS) и пассивные (ERS-
1/2, X-SAR, "Алмаз") фазированные антенные решетки,  применялись 
средства управления углом визирования поверхности (SIR-A/B/C) и режи-
мами работы (ERS-1,2), обеспечивалась одновременная съемка на не-
скольких поляризациях и частотах (SIR-B/C/X-SAR). В области техники 
обработки радиолокационной информации был сделан окончательный вы-
бор в пользу цифровых методов и средств.  

С середины 90-х гг., с запуском КА RADARSAT (Канада) в 1995г. в 
развитии космических РСА обозначился следующий этап - переход к экс-
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плуатационным системам, предназначенным для решения конкретных на-
учных, хозяйственных и коммерческих задач.  

В состав датчиков дистанционного зондирования КА RADARSAT 
входит РСА C-диапазона с согласованной горизонтальной поляризацией 
излучения. Аппаратура имеет несколько режимов работы с различными 
характеристиками пространственного разрешения, от 10м до 100м и поло-
сы захвата, от 35км до 170км. Основное назначение КА RADARSAT - на-
блюдение полярных областей планеты в целях получения метеорологиче-
ской информации, обеспечения навигации в северных областях мирового 
океана, океанологических исследований и исследования полярных льдов.  

Отдельно необходимо отметить программу SRTM (США), которая 
предусматривала проведение в 1999г. масштабных экспериментов с мно-
гочастотным однопроходным РСА-интерферометром. Основная цель 11-
суточного полета Space Shuttle/Endeavour по программе SRTM - сбор дан-
ных с целью последующего формирования цифровых топографических 
карт поверхности Земли в диапазоне от 56°ю.ш. до 60°с.ш. (приблизитель-
но 80% территории суши). Абсолютная точность восстановленного релье-
фа составила 20м в плане и 16м по высоте для C-диапазона , 3-5м для X-
диапазона. 

Пространственное разрешение космических РСА, сегодня, как пра-
вило, не лучше 3 м, а рабочая длина волны находится в диапазоне от 3см 
(X диапазон) до 25см (L-диапазон).  

В последние годы обсуждаются проблемы реализации космических 
РСА дистанционного зондирования Земли, работающих в диапазонах час-
тот, традиционно не используемых в космической радиолокации. Это 
РСА, работающие в верхней части сантиметрового диапазона и диапазона 
миллиметровых волн (X, Ku, K), а также РСА, работающие в верхней час-
ти дециметрового диапазона и диапазона метровых волн (P, UHF, VHF). 
Необходимость размещения таких РСА на борту космического аппарата 
диктуется практическими нуждами.  

Развитие радиолокационной картографии и геодезии, коммерческих 
приложений ДЗЗ требует увеличения пространственной разрешающей спо-
собности.  

Сегодня пространственное разрешение в X диапазоне ограничено 
регламентом радиосвязи на уровне 1м, в тоже время современные техно-
логии РСА могут обеспечить разрешение до единиц сантиметров при уве-
личении используемой полосы частот, что может быть достигнуто в высо-
кочастотных диапазонах (X, Ku, K). 

Использование диапазонов (P, UHF, VHF) особенно интересно, по-
скольку РЛИ в этих диапазонах несет в себе информацию о распределении 
коэффициента отражения в толще земной поверхности, при этом глубина 
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проникновения в VHF диапазоне может достигать нескольких сотен мет-
ров.  

Кроме того, использование низкочастотных диапазонов связано с вы-
сокой эффективностью применения РСА для картографирования расти-
тельных покровов.  

К сожалению, размещение этих систем в космосе сопровождается ря-
дом сложных технических проблем.  

Известно, что увеличение пространственного разрешения по дально-
сти в радиолокаторах с синтезированием апертуры обеспечивается расши-
рением полосы частот зондирующего сигнала  и, соответственно, полосы 
пропускания аппаратного тракта РСА. При этом в коротковолновой части 
диапазона частот у современных авиационных РСА абсолютный уровень 
разрешающей способности по дальности ограничен современными воз-
можностями устройств формирования сигналов и полосой пропускания 
цифрового тракта. 

Попытка реализовать абсолютные значение разрешения по дальности 
в длинноволновой части диапазона частот РСА, хотя бы на уровне 1м...5м, 
требует реализации уже сверхширокополосных систем (так, например, 
РСА Carabas 1-2 имеет зондирующий сигнал с внутриимпульсной линей-
ной частотной модуляцией (ЛЧМ), начинающийся с 20 МГц и заканчи-
вающийся на частоте 90 МГц).  

При обработке данных этой системы разработчики уже столкнулись с 
проблемами обеспечения линейности сквозного тракта, поскольку измере-
ния сквозной передаточной характеристики системы с необходимой точ-
ностью обычными способами, даже в условиях наземных испытаний, ока-
зались невозможными [107]. Помимо аппаратного тракта, для широкопо-
лосных систем космического базирования, на разрешающую способность 
по дальности существенное влияние оказывают искажения зондирующего 
сигнала на трассе распространения в атмосфере за счет изменяющегося с 
высотой регулярного распределения коэффициента преломления тропо-
сферы и ионосферы [32].  

 Достижение высокой разрешающей способности РСА по азимуталь-
ной координате требует эквивалентного повышения требуемой точности 
знания параметров относительного движения космического аппарата и 
поверхности Земли. При этом современное состояние авиационных и кос-
мических навигационных систем не позволяет обеспечивать требуемые 
точности (единицы метров). Данная проблема встала, в первую очередь, 
перед разработчиками авиационных РСА в 80-х годах и привела к интен-
сивным исследованиям в области создания методов оценки доплеровского 
центроида и автоматической фокусировки радиолокационных изображе-
ний [34,35,36,108]. 
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 Однако, помимо геометрических ошибок, на разрешение по азимуту 
в рассматриваемом нами случае, влияют флюктуации коэффициента пре-
ломления атмосферы, приводящие к эквивалентным флюктуациям фазы 
принимаемого сигнала РСА. 

Т.о., влияние траекторных и особенно атмосферных ошибок приво-
дит  к существенному ограничению пространственного разрешения кос-
мических РСА, при этом степень ухудшения резко возрастает при увели-
чении длины волны и потенциального пространственного разрешения. 
Кроме того, эти эффекты приводят к значительным геометрическим и по-
ляризационным искажениям [109,110]. 

Это позволяет  считать задачу получения радиолокационного изо-
бражения в условиях сильного влияния траекторных и атмосферных оши-
бок основной проблемой, ограничивающей развитие техники космических 
РСА при освоении новых частотных диапазонов и уровней разрешения 
[38]. 

Одним из наиболее предпочтительных путей преодоления послед-
ствий данных эффектов, является использование технологий СОС для 
компенсации искажений радиолокационных изображений. 

  
6.3. Математическая модель пространственно-временного ка-
нала РЛС с синтезированной апертурой 
 
Рассмотрим модель пространственно временного канала (ПВК) ра-

диолокационной системы.  
На Рис.6.5 приведены основные геометрические соотношения и 

обозначения. На этом рисунке ГСК, это глобальная система координат, 
связанная с отражающей земной поверхностью, заданной уравнением 
F(R)=0. 

Пусть передатчик излучает в пространство импульсный сигнал, за-

данный комплексной огибающей ( )kTth −&  с периодом повторения T:  

( ) ( ) ( )( )kTtjkTthkTtS −−=− 00 exp ω&& .                           (6.8) 

Сигнал попадает обратно в приемник после отражения от точечной 
цели с координатами R. Момент времени прихода сигнала, отраженного 
этим участком поверхности определяется следующим уравнением: 

( ) ( ) RRRR −+−+= прccпр t
c

kT
c

kTt
11

.                    (6.9) 

Время, затрачиваемое сигналом на перемещение в пространстве: 
kTtt прпр −=∆ .                                         (6.10) 

Тогда сигнал, отраженный точечной целью будет иметь вид: 
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В этом выражении ( )RcG&  - комплексная диаграмма направленности 

совмещенной приемо-передающей антенны, ( )R0ξ&  - комплексный коэф-

фициент отражения точечной цели, ( )kTc
1T−  - матрица направляющих 

косинусов системы координат, связанной с фазовым центром антенны.  
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Рис.6.5.  Система координат РСА. 

  
Запишем решение уравнения (6.9) в виде ( )R,kTtt прпр ∆=∆ , тогда 

выражение для сигнала приемника (6.11) можно записать в виде: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( )( ) ( )( )( )( )RRRRT

RRRTRR

1

1

,,

,,,

*

00

kTtkTkTtkTG

kTkTGkTtkTtSkTtS

прcпрcc

сccпрпр

∆+−∆+⋅

⋅−∆−−=

−

− ξ&&&&
. (6.12) 

Прежде чем перейти к сигналу, отраженному от всей поверхности, 
введем систему координат РСА (СКРСА). Мы будем рассматривать сигна-
лы РСА в координатах наблюдаемого двумерного сигнала, при этом, далее 
мы введем понятие идеального РЛИ, чтобы в конечном итоге получить 
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модель РСА в виде интегрального уравнения Фредгольма 1-го рода, свя-
зывающего информационный сигнал (идеальное  РЛИ) и наблюдаемый 
сигнал (радиоголограмму).  

Такой подход позволит нам ввести понятие радиолокационного ка-
нала, его импульсной характеристики, исключить из рассмотрения геомет-
рию реальной отражающей поверхности и связанные с этим геометриче-
ские искажения, не имеющие прямого отношения собственно к технике 
РСА.  

СКРСА как импульсно-доплеровской системы, запишем в виде сле-
дующей системы уравнений: 

( ) ( )
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Система (6.13) задает однозначное соответствие между радиолока-
ционными координатами ( )прt∆,θ  и точкой переотражающей поверхности 

R . 
Предполагая отсутствие релятивистского эффекта, т.е. 

( ) ( )прcc t∆+≈ θθ RR , а также дифференцируя 1-е уравнение системы, по-

сле несложных преобразований, получим (6.13) в виде: 
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Вводя обозначение для σ=∆ прt  мы можем записать сигнал отра-

женный элементарной площадкой  σθdd  и проведя интегрирование полу-
чим искомое выражение для наблюдаемого сигнала РСА: 

( )
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пр

  (6.15) 

В этом выражении ( )( )σθξ ,R& - удельный коэффициент рассеяния 

отражающей поверхности, модуль которого и является идеальным радио-
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локационным изображением. Уравнение (6.15) задает модель радиолока-
ционного канала в виде интегрального уравнения Фредгольма 1-го рода. 
Ядро этого уравнения является импульсной характеристикой радиолока-
ционного канала. 

В отличие от идеального случая распространения радиоволны в ва-
кууме, при анализе модели космической РСА, необходимо учитывать 
влияние неоднородности регулярного коэффициента преломления атмо-
сферы. 

В соответствии с [113] зависимость регулярного коэффициента пре-
ломления атмосферы от высоты и частоты излучения имеет вид: 

( ) ( ) ( )ωω h,nhnh,n ионтр += ,                                   (6.16) 

где: ( )hnтр  - показатель преломления тропосферы, ( )n h,wион  - по-

казатель преломления ионосферы. 
Показатель преломления тропосферы (прилегающий к поверхности 

Земли наиболее плотный слой атмосферы) описывается выражением [113]: 
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,                           (6.17) 

где: ( )hT - температура, в 0К; ( )hp - давление, мбар; ( )hl - парциаль-

ное давление пара, мбар. 
Показатель преломления ионосферы (слой атмосферы от 60км до 

1000км с максимумом ионизации на высоте 250...350 км) зависит от часто-
ты распространяющейся электромагнитной волны и в соответствии с [113] 
определяется выражением: 

( ) ( )
2

22.3231,
ω

πω
h8

hnион −= ,                                (6.18) 

где: ( )h8 - функция, описывающая распределение ионизации по вы-

соте.  
Определим время распространения сигнала РСА по трассе источник 

излучения - отражающая поверхность - приемник. Скорость распростране-
ния высокочастотного колебания ограниченного во времени и пространст-
ве (квазигармонический пакет [116]), характеризуется групповой скоро-
стью: 

( ) ( )
ω
ω

ωω
d

hdn
hn

c
a

,
, +

= .                                    (6.19) 

Соответственно время распространения определяется следующим 
выражением  [116]: 
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Подставляя (6.19) в (6.20) получим следующее выражение: 
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Тогда время распространения сигнала РСА в неоднородной среде 
можно задать следующим уравнением: 
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В отличие от уравнения (6.9), время распространения сигнала в дан-
ном случае зависит не только от модуля вектора наклонной дальности, но и 
от его ориентации относительно просвечиваемых атмосферных слоев, а 
также от частоты электромагнитной волны. 

Рассмотрим теперь искажения комплексной огибающей сигнала в 
регулярной атмосфере. Для этого представим (6.8) в виде: 

( ) ( ) ( ) ( )tjdtjjhtS 00 expexp ωωωω ⋅−= ∫
∞

∞−

&&                        (6.23) 

Рассматривая ( )tS0
&  в виде суммы квазигармонических пакетов, рас-

пространяющихся на некоторой сетке несущих частот, легко получить вы-
ражения для ядра искажающего функционала. Для этого разложим реше-
ние уравнения (6.22) в ряд по степеням ω  в окрестности 0ω  и запишем 

этот ряд в виде суммы двух слагаемых: 
( )( ) ( )( ) ( )( )00 ,,,,,,,,,, ωωσθωσθωσθ RRR kTtkTtkTt прпрпр ′∆+∆=∆  (6.24) 

Тогда, выражение для элементарного сигнала в точке приема примет 
вид: 
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В отличие от идеального случая, комплексная огибающая сигнала 
источника зависит от характеристик относительного движения РСА и от-
ражающей поверхностью и определяется следующим линейным преобра-
зованием:  

( ) ( ) ( )( )( ) ( )∫
∞

∞−

−′∆−=′ ωωωωσθωωσθ dtjkTtjjhkTth пр exp,,,,exp,,, 0R&& . (6.26) 
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Т.о. влияние атмосферы на характеристики комплексной огибающей 
описывается интегральным оператором свертки, ядро которого во времен-
ной области можно записать в виде: 

( ) ( )( )( ) ( )∫
∞

∞−

−′∆−= ωωωωσθωσθ dtjkTtjkTtK прa exp,,,,exp,,, 0R& . (6.27) 

Как известно, наличие постоянного магнитного поля Земли придает 
ионизированному газу свойства анизотропной среды. В ионосфере анизо-
тропия проявляется в том, что падающая волна расщепляется на две со-
ставляющие, которые распространяются с различными фазовыми скоро-
стями.  

Поэтому электромагнитная волна при распространении меняет вид 
поляризации, что приводит к изменению интенсивности принимаемого 
сигнала, т.н. поляризационному замиранию. Помимо этого факта для ли-
нейно поляризованных волн анизотропия приводит к дополнительным фа-
зовым искажениям, влияние которых существенно для диапазонов волн 
более 30см. В соответствии с [32] далее мы считаем, что эти искажения 
учтены в (6.27). 

При использовании круговой поляризации излучения поляризаци-
онные искажения пренебрежимо малы [32,115,110].  

Прежде чем перейти к выводу окончательных соотношений, харак-
теризующих ПВС РСА, заметим, что помимо фазовых искажений в среде с 
неоднородным распределением коэффициента преломления, углы прихода 
электромагнитной волны за счет рефракции отличаются от идеальной мо-
дели.  

В нашем случае влияние этого эффекта можно интерпретировать эк-
вивалентным искажением диаграмм приемной и передающих антенн. По-
скольку в самых критических условиях работы космических РСА - в длин-
новолновой части диапазона (λ>30см), когда ошибки рефракции имеют 
максимальную величину (0.01...10 угл. мин. [113]), угловая ширина диа-
грамм направленности составляет 2...13 угл. град. Влияние этого эффекта 
на РСА пренебрежимо мало и далее не рассматривается. 

Теперь мы можем записать модель сигнала РСА, искаженного за 
счет влияния регулярного распределения коэффициента преломления ат-
мосферы. 

СКРСА в этом случае определяется системой уравнений (6.28), а 
сигнал выражением (6.29). Отличие (6.28) от (6.14) связано с появлением 
на РЛИ геометрических искажений связанных с влиянием среды распро-

странения, отличие комплексной огибающей h& в (6.16) от h′& (6.30) о на-
личии априорно неизвестной модуляции зондирующего сигнала РСА, ко-
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торая в свою очередь может привести к значительному ухудшению разре-
шающей способности РСА по дальности [32,115,116]. 
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Помимо регулярных неоднородностей в атмосфере, вследствие раз-

личных турбулентных процессов, возникают флюктуации коэффициента 
преломления. Для тропосферных флюктуаций характерно резкое снижение 
их интенсивности с увеличением высоты, однако на первых 5...7 км это 
уменьшение незначительно. В приземном слое интенсивность флюктуаций 
в течении суток может меняться на порядок и более и максимальна в днев-
ные часы. Имеется и сезонный ход интенсивности флюктуаций - макси-
мальные значения наблюдаются в марте и октябре [117].  

Ионосферные флюктуации имеют ярко выраженное широтное рас-
пределение (наибольшая возмущенность в районе полярной шапки и эква-
ториальной области), а также суточный ход (на умеренных широтах воз-
мущенность ионосферы ночью больше чем днем, см. Рис.1.4), сезонные 
изменения (летом возмущенность ионосферы больше чем зимой), высотное 
распределение (максимальная ионизация на высотах 200...300 км). 

Поскольку испытывает флюктуации коэффициент преломления, то 
соответственно флюктуируют амплитуда, фаза и частота распространяю-
щейся волны. Запишем в этом случае коэффициент преломления атмосфе-
ры в виде суммы детерминированной (регулярной) и случайной компо-
нент: 

  ( ) ( ) ( )ωωω r,nrnr,n фр += , .                                   (6.30) 

В общем случае ( )ωr,nф  - зависит от t , что связано с динамикой 

турбулентных слоев в атмосфере. Однако на временных интервалах работы 
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космических РСА (как правило несколько секунд) случайное поле коэффи-
циента преломления можно считать «замерзшим».  

Время распространения сигнала в регулярной атмосфере описывает-
ся выражением  (6.22). Поскольку время распространения входит в это вы-
ражение нелинейно, получим дополнительные флюктуации времени рас-
пространения сигнала в турбулентной атмосфере, найдя разность между 
суммарным временем распространения и регулярной составляющей. Обо-
значая флюктуации времени распространения δ , используя ряд несущест-
венных допущений, получим следующее выражение: 

( ) ( )( )( )
( ) ( )
















⋅








+= ∫

− σθ

ωσθ
ω

ωδ
,

0

,,,,1
2

RR

RR

kT

cф

c

drrkTn
d

d

c
.       (6.31) 

Решение этого уравнения 
( )( ) ( )ωσθδωσθσθδδ ,,,,,,,,, kTkTtkT пр =∆=  случайная функция четырех 

переменных. Случайные флюктуации  времени распространения приводят 
к случайным флюктуациям векторной функции ( )σθ ,R , что в свою оче-

редь приводит к случайным геометрическим искажениям СКРСА и допол-

нительному мерцанию коэффициента рассеяния  ( )( )σθξ ,R& . Флюктуации 

фазы приводят к случайным вариациям системной характеристики радио-
локационного канала, что обуславливает случайные вариации разрешаю-
щей способности РСА. 

В наибольшей степени флюктуационные ошибки сказываются на 
азимутальной разрешающей способности, приводя к ее значительному 
ухудшению в длинноволновой части диапазона частот РСА. 

Флюктуационные ошибки, обусловленные частотной зависимостью 
коэффициента преломления на два, три порядка меньше, чем набег фазы, 
обусловленный влиянием регулярной компоненты, поэтому без потери 
точности модели далее можно положить ( )0,,, ωσθδδ kT= .   

Теперь мы можем записать полное выражение для сигнала РСА с 
учетом влияния атмосферы: 
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(6.32) 
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Регулярный коэффициент преломления атмосферы имеет высотное 
распределение, поэтому запишем соотношения связывающие высоту с пе-
ременной интегрирования (6.31). 

( ) ( ) ( )
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+=                                    (6.34) 

Пренебрегая влиянием изменения коэффициента преломления, за 
счет изменения высоты полета РСА на интервале съемки получим сле-
дующее выражение для времени распространения сигнала: 
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где: H - высота полета, ( )•pF - функция, связывающая время рас-

пространения в неоднородной среде, с пройденным волной расстоянием. 
Рассмотрим теперь более подробно выражение (6.27). Подставляя в 

(6.27) (6.34), а также (6.17), (6.18), после некоторых преобразований полу-
чим: 
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В этом выражении от радиолокационных координат зависит только 
коэффициент, определяющий масштаб фазовых искажений. Данный пара-
метр определяется следующим выражением: 
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Из данного выражения видно, что вариации наклонной дальности, 
вызванные изменением радиолокационных координат, для больших значе-
ний  HR - практически не оказывают влияние на ядро искажающего функ-

ционала. Поэтому выражение для ядра искажающего сигнала можно запи-
сать в следующем виде: 
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Теперь рассмотрим регулярную структуру фазовой  функции РСА с 
учетом влияния регулярной атмосферы. Для этого разложим в ряд Тейлора 
функцию (6.34) по степеням kT ограничившись, как обычно [77], двумя 
членами ряда. Дифференцируя функционал (6.34), получим первую произ-
водную траекторной фазы в виде: 
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где: ( , ) - скалярное произведение. 
Вторая производная: 
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 (6.38) 

Используя (6.14), получим следующее разложение траекторной фа-
зы: 
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Без потери общности, для космических РСА можно рассмотреть мо-
дель равномерного движения. Этот случай описывают следующие соотно-
шения: 
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Для модели равномерного движения: 
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Из (6.40), (6.41) следует, что регулярная часть коэффициента пре-
ломления атмосферы влияет на характеристики ПВС РСА бокового обзора, 
аналогично влиянию траекторных ошибок, и может быть описан парамет-
рической моделью. 

Для оценки флюктуаций атмосферы необходимо знать статистиче-
ские характеристики пространственных флюктуаций коэффициента пре-
ломления, который является функцией трех пространственных координат.  

В первом приближении можно считать [98], что поле коэффициента 
преломления статистически однородно и изотропно.  

Флуктуации времени распространения сигнала в атмосфере 
( )σθδ ,,kT , вызванные относительным движением РСА и атмосферных 

неоднородностей влияют на разрешающую способность РСА в сечении 
азимута и также искажают геометрию РЛИ.  

Далее мы рассмотрим статистические свойства данных флуктуаций, 
или, что эквивалентно, флуктуаций траекторной фазы ( ) 0,, ωσθδ ⋅kT  рас-

сматривая их как нестационарный случайный процесс.   
Корреляционная функция флюктуаций тропосферы может быть 

описана моделью Буккера – Гордона, [118]: 
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2  - структурная постоянная показа-

теля преломления тропосферы, взятая далее в приземном слое ([119]), 0l - 

внешний масштаб турбулентности (обычно 50-100м [93,118]). 
Флюктуации ионосферы характеризуются пространственной корре-

ляционной функцией флюктуаций электронной плотности, и может быть 
аппроксимирована в следующем виде [93]: 
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где: ( ) ( )h88h ee ⋅= δσ - с.к.о. флюктуаций электронной плотности, 

( )h8 e  - электронная концентрация в ионосфере, ( ) 2105.2...1.0 −⋅=8δ , 0ξ - 

масштаб неоднородностей в ионосфере (200-5000м [93,118,120]). 
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Определим статистические характеристики флюктуаций времени 
прихода электромагнитной волны. Очевидно, что ( ){ } 0,, =σθδ kTM . Тогда 

корреляционная функция флюктуаций времени прихода имеет вид: 
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В этом выражении ( )212121 ,,,,,,, rrmTkTBФ σσθθ  - корреляционная 

функция флюктуаций коэффициента преломления, которую, с учетом 
(6.42), (6.43), можно записать в виде: 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )















 +
⋅

⋅








 −
−+

+








 −
−⋅

⋅














 +
=

=

2

,,,,,,10
544.2

,,,,,,
exp

,,,,,,
exp

2

,,,,,,

,,,,,,,

22221112
4
0

6

0

2222111

0

2222111

22221112

212121

rmTrkT
h

rmTrkT

l

rmTrkT

rmTrkT
h

rrmTkTB

e

tr

Ф

σθσθ
σ

ω

ξ

σθσθ

σθσθ

σθσθ
σ

σσθθ

RR

RR

RR

RR

1

1

1

1

          (6.45) 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( ).,

,

,,,

,,
,

,,,

22
22

2

2222

1
1

1

111

σθ
σθ

σθ

σθ
σθ

σθ

RR
RR

RR

RR
RR

RR

c
c

c

1c
1c

c1

−⋅
−

−

−=

−
−

−

−=

mT
mT

r

mTrmT

kT
kT

r

kTrkT

                  (6.46)  

Найти аналитические выражения соответствующих характеристик в 
общем виде достаточно затруднительно, особенно для модели произволь-
ного движения. Для космических РСА, при соответствующем выборе 
СКРСА,  можно рассмотреть модель равномерного движения.  

На Рис.6.6 показано рассчитанное по формуле (6.45) среднеквадра-
тическое отклонение фазы траекторного сигнала РСА, в зависимости от 
длины волны несущего колебания.  
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В расчетах использована параболически-экспоненциальная модель 
распределения электронной плотности по высоте [118]. 

Из данных расчетов следует, что оптимальными частотными диапа-
зонами работы космических РСА являются X,C,S,L диапазоны 
(λ=3...25см). Влияние фазовых искажений в этих диапазонах несуществен-
но (обычно допускается фазовые флюктуации, не превосходящие 20...30 
угл. град., см. [93]).  

В частотных диапазонах выше данной области частот (λ<3см) - су-
щественно влияние флюктуаций тропосферы, а ниже (λ>25см) - ионосфе-
ры. Фазовые флюктуации возрастают с увеличением высоты полета и угла 
визирования поверхности. Эти расчеты подтверждают известные данные, 
ранее опубликованные в [38,110,116,119]. 

 

 
Рис.6.6. С.к.о. фазовых флуктуаций, [град], в зависимости от длины волны 

РСА, [м], при H=500км, ( ) 82 1090 −⋅=nC , 0l =100м, 
2105.2 −⋅=8δ , 

0ξ =1000м, e8 =1012 

 
Однако энергетических характеристик фазовых флюктуаций недос-

таточно, чтобы оценить влияние атмосферы на характеристики космиче-
ских РСА и возможности компенсации этих эффектов при обработке.  

Поэтому рассмотрим двумерные характеристики фазовых флуктуа-
ций в плоскостях ( )σθ ,  и ( )σ,kT . Для нас важно то, что скорость флук-

туаций траекторной фазы в плоскости ( )σ,kT  описывает флуктуации фазы 

системной функции радиолокационного канала, а сечение в плоскости 
( )σθ ,  показывает скорость изменения самой системной функции, т.е. опи-

сывает пространственную область коэффициента отражения, где систем-
ная функция стационарна.  

На Рис.6.7 показаны соответствующие двумерные нормированные 
корреляционные функции траекторных флуктуаций. Конфигурацию об-
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ластей корреляции фазы, показанные на Рис.6.7, можно определить, рас-
сматривая соотношения, между соответствующими пространственными 
интервалами корреляции, показанными на Рис.6.8. 

На этих рисунках x∆  – интервал корреляции флуктуаций траектор-

ной фазы на интервале синтеза апертуры РСА, y∆  – интервал корреляции 

флуктуаций  траекторной фазы между точками отражающей поверхности 
вдоль траектории полета; r∆  - интервал корреляции флуктуаций  траек-

торной фазы между точками отражающей поверхности перпендикулярно  
траектории полета, вдоль вектора наклонной дальности. 

Характерная особенность представленных на Рис.6.8 результатов - 
это существенное различие конфигурации зон коррелированности фазовых 
флуктуаций в высокочастотной и низкочастотной частях спектра и нали-
чие некоторой промежуточной зоны в диапазоне длин волн около 5…10 
см. 

 
 

 
Рис. 6.7. Двумерная нормированная корреляционная функция траекторных 

флуктуаций в плоскости ( )σθ cV 5.0,  - слева, ( )σckTV 5.0, - справа, при 

H=350км, λ =0.7м, ( ) 82 1090 −⋅=nC , 0l =100м, 
2105.2 −⋅=8δ , 

0ξ =1000м, e8 =1012. 

 
Другая особенность, это резкое увеличение скорости флуктуаций 

траекторной фазы (уменьшение x∆ ) и одновременно не менее резкое уве-

личение площади зоны корреляции траекторной фазы на отражающей по-
верхности ry ∆×∆  в низкочастотных диапазонах. 

Данные особенности связаны с преимущественным влиянием тро-
посферы в коротковолновой части и ионосферы в длинноволновой. 
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Графики а), б), г), ж) на Рис.6.8 иллюстрируют изменение простран-
ственных интервалов корреляции при уменьшении высоты полета с 1000 
до 200 км. При этом интервал корреляции  x∆  снижается, но одновремен-

но растет площадь зоны коррелированности ry ∆×∆ . 

Графики в), д), ж) на Рис.6.8 иллюстрируют изменение пространст-
венных интервалов корреляции при изменении масштаба турбулентности 
ионосферы, графики ж), з) изменение масштаба турбулентности тропосфе-
ры. При этом интервал корреляции  r∆  наиболее резко возрастает при 

увеличении масштаба турбулентности ионосферы в длинноволновой части 
рассматриваемого диапазона. Заметим, что площадь зоны коррелирован-
ности ry ∆×∆ существенно уменьшается в коротковолновой области и 

практически независит от параметров атмосферы. 
Влияние значения максимальной концентрации электронов в ионо-

сфере иллюстрируется графиками ж), и) на Рис.6.8, и сводится к сдвигу 
промежуточной зоны в сторону низких частот при уменьшении электрон-
ной концентрации.  

Подведем некоторые итоги анализа статистических характеристик 
флуктуаций траекторной фазы РСА, возникающих вследствие влияния 
атмосферы Земли.  

В диапазонах P, UHF, VHF дисперсия флуктуаций фазы значитель-
но превышает допустимый уровень, при этом резко возрастает скорость 
флуктуаций фазы, что одновременно с ростом интервала синтезирования 
апертуры антенны РСА создает большие проблемы при разработке мето-
дов компенсации данных искажений.  

Некоторым утешением для разработчиков алгоритмов СОС должно 
быть существенное увеличение  площади зоны корреляции траекторной 
фазы на отражающей поверхности ry ∆×∆ , что увеличивает зону фокуси-

ровки на радиоголограмме РСА. 
В верхней части X и в Ku и K диапазонах дисперсия флуктуаций 

фазы превышает допустимый уровень, при этом резко снижается площадь 
зоны фокусировки, однако скорость флуктуаций фазы снижается, что од-
новременно с уменьшением интервала синтезирования апертуры антенны 
РСА существенно снижает влияние рассматриваемых искажений на раз-
решающую способность РСА по азимуту. 
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Рис.6.8. Пространственный интервал корреляции, [км], при ( ) 82 1090 −⋅=nC , 

0l =100м, 
2105.2 −⋅=8δ , 0ξ =1000м, e8 =1012, а) H=1000км, б) H=500км, в) 

H=200км, 0ξ =2000м, г) H=350км, д) H=200км, 0ξ =3000м, ж) H=200км, 

0ξ =1000м, з) H=200км, 0l =50м, и) H=200км, e8 =1011. 
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Рис.6.9. Структурная схема сквозного канала РСА. ЗГ - задающий генератор, 
ФИ - формирователь зондирующих импульсов, М - модулятор, УМ - усили-

тель мощности, АУ - антенное устройство, П - линейный приемник, ФД - фа-
зовый детектор, АЦП - аналогово-цифровой преобразователь, УО - устройство 

обработки.  
 
Помимо искажений сигнала, связанных со средой распространения 

искажения сигнала могут возникать в аппаратурном тракте. 
Укрупненная структурная схема сквозного канала РСА с учетом ап-

паратурного тракта показана на Рис.6.9.  
Наиболее опасные для РСА фазовые искажения ПВС РСА могут 

появиться в приемо-передающем тракте вследствие изменения характери-
стик блоков РСА в процессе отработки или эксплуатации.  

В случае работы РСА в составе космического аппарата проблема 
компенсации данных искажений при обработке радиолокационной инфор-
мации может стать весьма актуальной. Помимо этих причин, как уже ука-
зывалось выше, данные искажения вполне могут оказаться характерной 
особенностью сверхширокополосных систем. 

Рассмотрим далее последствия, к которым приводят рассмотренные 
в данном разделе факторы, для РСА, работающих в длинноволновых диа-
пазонов. 

 
6.4. Оценка степени деградации характеристик радиолокацион-
ных изображений трансионосферных РСА, вследствие атмо-
сферных эффектов 
 

На основе анализа эффектов распространения сигнала РСА в атмо-
сфере Земли в предыдущем разделе были получены общие выражения, 
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описывающие отраженный сигнал космической РСА, которые можно за-
писать в виде: 

( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ,,,,,,

,

σθσθσσθξσθσθ ddkTggkTttKkTK

kTtS

ARRA −−∆−=

=

∫∫ &&&

&
 

где: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,exp
2

1
ωωωωω

π
dtjjKjKjhtK haR

&&&& ∫
∞

∞−

=                 (6.46) 

( ) ( ) ( )( )( ).,,,exp,, 0 σθδσθωσθ kTkTtjkTK A +−∆=&  

В этом выражении: ( )σθξ ,&  - коэффициент отражения подстилающей 

поверхности; ( )ωjh&  - комплексная огибающая зондирующего сигнала; 

( )ωjKa
&  - описывает рефракцию зондирующего сигнала в регулярной ат-

мосфере; ( )ωjKh
&  - передаточная характеристика аппаратурного тракта; 

),( σθ−∆ kTt  - регулярная часть временного запаздывания сигнала в атмо-

сфере; ( )σθδ ,,kT  - флуктуационная компонента временного запаздывания 

сигнала в турбулентной атмосфере; kTt, - координаты (задержка, номер 
зондирующего сигнала); σθ ,  -   координаты элемента подстилающей по-

верхности (азимут, дальность); Ag  и Rg  вещественные функции описы-

вающее модуляцию сигнала диаграммой направленности антенны РСА. 
Данная модель описывает все основные эффекты, приводящие к ис-

кажениям РЛИ вследствие эффектов распространения радиоволн в атмо-
сфере Земли. 

В частности, искажения, возникающие вследствие распространения 
через атмосферу Земли широкополосных сигналов, описываются переда-

точной функцией ( )ωjKa
& .  При этом учитываются как искажения, вы-

званные частотной зависимостью коэффициента преломления ионосферы, 
так и поляризационная дисперсия, возникающая вследствие эффекта Фа-
радея.  

Вопросы, связанные с влиянием данного эффекта и модели переда-
точной функции достаточно полно рассмотрены в [30,93,110,116,121,115]. 
В результате рефракции в ионосфере, искажается форма зондирующего 
импульса РСА и соответственно ухудшается разрешающая способность 
РСА в сечении дальности, возникают геометрические искажения РЛИ. 

Флуктуации времени распространения сигнала в атмосфере 
( )σθδ ,,kT , вызванные относительным движением РСА и атмосферных 
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неоднородностей влияют на разрешающую способность РСА в сечении 
азимута (см. [37,93,110, 115,116,121,122]). 

В данном разделе мы рассмотрим масштабы этих эффектов, проведя 
соответствующие численные расчеты. 

Влияние дисперсионных искажений в среде распространения на раз-
решение по дальности РСА, использующих широкополосные сигналы, 
проявляется в том, что форма отраженного импульса отличается от ожи-
даемой. 

Поэтому при оптимальном приеме такого сигнала на выходе согласо-
ванного фильтра происходит увеличение длительности свёртки, которая 
определяет разрешение по дальности. Для оценки разрешающей способно-
сти РСА по дальности при наличии дисперсионных искажений воспользу-
емся результатами работы [32]. 

При излучении линейно поляризованного сигнала с полосой частот 
∆f длительность свёртки принимаемого и излученного сигналов определя-
ется формулой:  

          
24 )"(61

8,1
'2 ϕτ f

f
∆+

∆
+Θ= ,                            (6.47) 

где:  'Θ  и "ϕ  – коэффициенты поляризационной и фазовой диспер-

сии соответственно. Длительность τ  характеризует временную протяжён-
ность двух гауссовских импульсов, сдвинутых по времени на '2Θ .  

Под поляризационной дисперсией понимается зависимость от час-
тоты угла Θ фарадеевского вращения плоскости поляризации, а под фазо-
вой – зависимость от частоты фазового набега в ионосфере φ. Коэффици-
енты  'Θ  и "ϕ , являющиеся первой и второй производными по частоте от 

Θ и φ. 
В диапазоне частот 1ГГц…100МГц при распространении через весь 

слой ионосферы под углами с вертикалью ψ ≤ 50º…60º для 'Θ  и "ϕ  в со-

ответствии с [32] справедливы следующие формулы: 

T
H 8

cf

f

ψ

γ

cos

cos
8,80'

3
=Θ ,   

ψπ
ϕ

cos
4.40"

3cf

8T−= .                                  (6.48) 

где: fН = ωН/2π =1.4·106 Гц – гиромагнитная частота электронов в 
магнитном поле Земли; γ – угол между направлением распространения 
волны и направлением магнитного поля Земли, 0º…90º; f – частота излу-
чаемого сигнала, Гц; 8T – интегральное содержание электронов в столбе 
сечением один квадратный метр, м-2. 
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Подставляя (6.48) в (6.47), получаем выражение для расчёта разре-
шающей способности по дальности РСА космического базирования с учё-
том влияния ионосферы:  

    

2

3
4

3 cos
4,4061

9,0

cos

cos
8,80














∆+

∆
+=∆

ψπψ

γ

cf

8
f
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c

f

8f TTH
r . (6.49) 

На Рис.6.10 – Рис.6.13. показаны зависимости разрешающей спо-
собности РСА по дальности от полосы частот для различных длин волн, 
углов визирования поверхности. Для расчёта использованы профили элек-
тронной концентрации зимнего и летнего сезонов, для минимальной 
(ночь) и максимальной (день) солнечной активности взятые в [123]. На 
Рис.6.14 показана зависимость разрешающей способности по дальности от 
полосы частот для различных углов γ.  

Из этих графиков видно, что ограничивающее влияние дисперсион-
ных искажений, вызванных в основном ионосферой, проявляется в деци-
метровом диапазоне и резко возрастает в метровом диапазоне. В зависи-
мости от состояния атмосферы и параметров орбиты КА существует опти-
мальное значение полосы частот, а следовательно и разрешающей способ-
ности РСА. 

 

 
 

Рис.6.10. Разрешение РСА по дальности для различной длины волны  
(«зимняя ночь», Н = 1000 км, угол визирования 30 градусов). 
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Рис.6.11. Разрешение РСА по дальности для различной длины волны  
(«летний день», Н = 1000 км, угол визирования 30 градусов). 

 
 

 
 

Рис.6.12. Разрешение РСА по дальности при различных углах визирования 
(«летний день», Н = 1000 км, λ = 0,7м). 

 



 173 

 
 

Рис.6.13. Разрешение РСА по дальности при различных углах визирования 
(«летний день», Н = 1000 км, λ = 1,8м). 

 
 

 
Рис.6.14. Разрешение РСА по дальности при различных углах гамма 

(«летний день», Н = 1000 км, λ = 1,8м, угол визирования 30 градусов). 
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Важную роль в оценке разрешающей способности по азимуту РСА, 
играет интервал корреляции флуктуаций траекторной фазы на интервале 
синтеза апертуры РСА. Как показано в предыдущем разделе, характерная 
особенность данного параметра - это резкое увеличение скорости флук-
туаций траекторной фазы в низкочастотных диапазонах. Это связано с 
преимущественным влиянием ионосферы.  

Рассмотрим модель изображения РСА в предположении, что оценка 
искаженного рефракцией в атмосфере зондирующего сигнала проведена 
на первом этапе обработки с использованием, например алгоритмов 
[124,115], и известна с достаточной точностью.  

Предположим также, что нам известна функция запаздывания сиг-
нала ),( σθ−∆ kTt . Это означает, что мы имеем не только достаточно точ-

ную модель движения РСА, но и адекватную модель регулярной атмосфе-
ры.  

Перепишем (6.46) в виде: 
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В этом случае модель комплексного искаженного изображения РСА 
можно представить в виде: 
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где: 

( )

( )( ) ( ) ,),(),(,,exp

,,,

00

2

2
00

00

dkTkTtkTtkTj

s

s

T

T

σθσθσθϕ

σθσθ

−∆−−∆Φ=

=Ψ

∫
−

&

&

, (6.52) 

( ) ( ) ( ) ( ) .exp *
0 τττω dtKKtjt RR −=Φ ∫ && .                            (6.53) 

Деградацию изображения традиционно можно описать шириной 
главного лепестка функции неопределенности РСА (изображение точечно-
го отражателя). Однако в условиях больших значений флуктуаций траек-
торной фазы ( ) ( )σθδωσθϕ ,,,, 0 kTkT =  главный лепесток рассыпается, и 

для характеристики пространственного разрешения удобно принять рас-
пределение энергии точечного отражателя на изображении [37]. 

 Рассмотрим дисперсию функции неопределенности (12): 
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В этом выражении: 
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Пусть известна двумерная характеристическая функция фазовых 

флуктуаций ( )2121
2 ,,, ttvvϕΘ , тогда: 
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В рамках гауссовской модели флуктуаций времени прихода волны 
(6.55) можно представить в виде: 
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где: ( ) ( )0000210021 ,,,,,,,, σσθθσθ δδ ttBttB = . 

 
Будем оценивать пространственное разрешение РСА в сечении ази-

мутальной координаты как: 
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Пренебрегая нестационарностью флуктуаций траекторной фазы на 
интервале синтеза апертуры, для прямоугольной огибающей зондирующе-
го сигнала, получим (6.54) в виде: 
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Анализируя данное выражение, можно сделать вывод, о том, что 
разрешающая способность (6.58) определяется эффективным интервалом 
когерентности T∆ , который, в свою очередь, определяется формулой ви-
да: 
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Тогда пространственное разрешение для модели равномерного дви-
жения КА можно определить, как: 
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R
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λ
θ                                           (6.61) 

На Рис.2 - Рис.5 показаны результаты расчетов азимутального раз-
решения космической РСА при следующих параметрах атмосферы: 

( ) 82 1090 −⋅=nC , 0l =100м, 2105.2 −⋅=8δ , 0ξ =1000м,  e8 =1012. Три графи-

ка на каждом рисунке соответствуют разрешающей способности без учета 
деструктивного влияния атмосферы: 20м, 10м, 3м, соответственно. 

Анализируя результаты расчетов, заметим, что влияние атмосферы 
на разрешающую способность по азимутальной координате начинает ска-
зываться уже, начиная с 10см, и существенно возрастает с 23см.  

В длинноволновом диапазоне (>70см) деградация РЛИ в простран-
ственном разрешении при возмущенной ионосфере может достигать 2-х 
порядков. 

Причем в этом диапазоне разрешающая способность практически не 
зависит от разрешающей способности без учета деструктивного влияния 
атмосферы и определяется преимущественно эффективным интервалом 
когерентности, который в свою очередь определяется исключительно па-
раметрами атмосферы. 

Степень деградации растет с увеличением высоты полета, и особен-
но с увеличением турбулентности ионосферы. 

На разрешающую способность по азимуту в коротковолновых диа-
пазонах (<3см), атмосфера влияния практически не оказывает. 

Влияние атмосферы на РСА, работающих в (P, UHF, VHF) приводит 
к существенному снижению их разрешающей способности. 

Эффект Фарадеевского вращения плоскости поляризации в ионо-
сфере Земли приводит не только к поляризационной дисперсии широко-
полосных зондирующих сигналов РСА, но и к искажению информации 
поляриметрических РСА, т.е. РСА получающих изображения одновре-
менно на нескольких линейных поляризациях.  
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Рис.6.15. Разрешение РСА по азимуту («летняя ночь», Н = 200 км). 

 
 
 

 
Рис.6.16. Разрешение РСА по азимуту («летняя ночь», Н = 1000 км). 
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Рис.6.17. Разрешение РСА по азимуту («летний день», Н = 1000 км, 

( ) 82 1010 −⋅=nC , 
2101.0 −⋅=8δ ). 

 

 
Рис.6.18. Разрешение РСА по азимуту («летний день», Н = 1000 км, 

( ) 82 1010 −⋅=nC , 
2101.0 −⋅=8δ , 0ξ =300м). 
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Ионосферная плазма в геомагнитном поле обладает анизотропными 
свойствами. Линейно-поляризованная волна при распространении в ней, 
расщепляется на две компоненты, которые имеют разную скорость рас-
пространения. В результате изменения фазы между этими компонентами 
плоскость поляризации электромагнитной волны вдоль трассы распростра-
нения, непрерывно меняется. Величина угла вращения зависит от состоя-
ния ионосферы и геомагнитной широты, поэтому ее трудно прогнозиро-
вать.  

Оценки влияния Фарадеевского вращения плоскости поляризации в 
ионосфере при радиометрических измерениях из космоса [110,121] пока-
зали, что его влияние будет значительно проявляться при λ≈30 см и резко 
усиливаться при увеличении длины электромагнитной волны. 

В [110] получены приближенные выражения для значения угла 
вращения плоскости поляризации (Ω) на трассе распространения КА - по-
верхность Земли в предположении отсутствия рефракции, для двух случа-
ев, когда круговая орбита КА проходит по магнитному экватору и когда 
круговая орбита КА совпадает с земным магнитным меридианом. 

Расчеты проведенные по этим формулам показывают, что угол по-
ворота плоскости поляризации электромагнитной волны может флуктуи-
ровать в широких пределах. Например в первом случае для длины волны 
1.8м, угла визирования 30° и минимальной солнечной активности Ω меня-
ется от 6° до 25°, при изменении высоты орбиты от 300км до 1000км.  

Во втором случае при длине волны 1.8м, угле визирования 30°, мак-
симальной солнечной активности на средних широтах Ω меняется от 100° 
до 500°, при изменении высоты орбиты от 300км до 1000км. При этом да-
же при снижении длины волны РСА до 0.7м, Ω меняется от 30° до 100° в 
зависимости от широты, при высоте полета КА 1000км.  

Т.о. образом при освоении новых частотных диапазонов космиче-
ских РСА, прежде всего P  и VHF, а также достижения высокой разре-
шающей способности возникает проблема компенсации непредсказуемых 
изменений ИХ двумерного радиолокационного канала. 

В следующих разделах мы рассмотрим возможности преодоления 
этих трудностей, используя методы СОС. 

 
6.5. Слепая оценка дифракционных искажений зондирующего 
сигнала РЛС при отражении от пространственно-
распределенной цели конечной протяженности. 
 
В предыдущем разделе мы показали, насколько масштабны могут 

быть искажения широкополосных сигналов РСА при распространении 
через атмосферу Земли. Подобная проблема характерна и для сверхширо-
кополосных РЛС наземного базирования при локации космических объек-
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тов, а также обычных (тропосферных) РЛС использующих сверхшироко-
полосные сигналы. В данном разделе мы рассматриваем случай, когда мо-
дель искажений сигнала РЛС, отраженного от протяженной цели, описы-
вается выражением (1.13). 

  
 «обычный» 

согласованный  
фильтр 

опорный  
сигнал 

( )th  

( )ty  ( )tz  «слепой» 
согласованный  

фильтр 

( )ty  ( )tz  

 
Рис.6.19. «Слепой» согласованный фильтр. 

 
Если зондирующий сигнал ( )th  не искажается в процессе распро-

странения, то на выходе согласованного с ним фильтра мы имеем сигнал 
( )tz , модуль которого, является оценкой модуля коэффициента рассеяния 

лоцируемого объекта. При этом чем ближе АКФ зондирующего сигнала к 
δ -функции, тем более детальную информацию об объекте мы получаем. 
Если при распространении искажения зондирующего сигнала велики, то 
соответственно мы имеем искажения пространственной сигнатуры цели. 

Применение слепой идентификации в данном случае позволяет оце-
нить искаженный зондирующий сигнал РЛС непосредственно по наблю-
даемым сигналам. В случае использования методов статистической иден-
тификации для слепой оценки «реального» зондирующего сигнала, нам 
необходимо несколько реализаций наблюдаемых сигналов. После соответ-
ствующего накопления статистики мы можем вернуться к первому приня-
тому сигналу и, настроив параметры фильтра в соответствии с полученной 
информацией, осуществить оптимальный прием этого и последующих им-
пульсов. 

Поскольку при этом нам не требуется знания «истинного» зонди-
рующего сигнала, такое устройство далее мы будем называть «слепым» 
согласованным фильтром (см. Рис.6.19). Особенность данного фильтра в 
том, что он согласован с любым сигналом, описываемым выражением 
(1.13).  

Рассмотрим особенности возникновения данной модели примени-
тельно к РСА. Для этого запишем (6.46) в виде, соответствующим модели 
(1.13). 
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Поскольку ( )σθτ ,−∆= kTtпр  на интервале существования моно-

тонная функция переменной σ , то, используя (6.46) и соответствующею 
замену переменных, получим модель сигнала РСА в виде: 
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Рассмотрим статистические характеристики случайного процесса 
( )k,τη& , заданного (6.62). 

Поскольку обычно мы полагаем, что ( )σθξ ,&  - комплексный белый 

шум, то ( )k,τη&  - комплексный нестационарный гауссовский случайный 

процесс с нулевым математическим ожиданием, и корреляционной функ-
цией ( )2121 ,,, kkB ττη . 

Используя монотонность функции ( )σθτ ,−∆= kTtпр  и стационар-

ность наблюдаемого сигнала в сечении азимута, свойственную обычной 
РСА, можно показать, что:  
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Если 1,...,0 −= 8k  и s88 << , то:  

( ) ( )τττη
20,0,, RcgB = .                                        (6.65) 

Т.о. мы можем считать ( )k,τη&  реализациями нестационарного по 

дисперсии комплексного гауссовского случайного процесса, а дальност-
ный канала РСА (6.62) описать выражением (1.13).  

Характерной особенностью большинства систем радиолокации яв-
ляется выбор частоты дискретизации непрерывных сигналов в устройстве 
цифровой обработки практически в точном соответствии с требованиями 
теоремы Котельникова.  

Поэтому при использовании широкополосных сигналов, модуль 
спектральной плотности которых приближается к константе в некоторой 
заданной полосе частот, а автокорреляционная функция стремиться к δ -
функции дискретные отсчеты сигнала, отраженного от некоторого протя-
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женного, диффузно-рассеивающего объекта как правило некоррелирова-
ны.  

Если этот объект имеет ограниченную протяженность, или в отра-
женном сигнале присутствует регулярная (зеркальная) компонента, то мы 
можем рассматривать наблюдаемый сигнал в рамках модели системы с 
нестационарным входом, рассматривая каждый отраженный импульс как 
независимую реализацию нестационарного случайного процесса. 

При этом в общем случае мы не имеем априорной информации о 
параметрах нестационарного процесса на входе (6.62).  

Т.о. при построении алгоритма слепой идентификации радиолока-
ционного канала, мы имеем некоторое множество наблюдаемых реализа-
ций на выходе линейного, стационарного канала, на входе которого реали-
зации нестационарного процесса. 

Алгоритмы, не требующие (при соблюдении условий идентифици-
руемости) априорной информации о статистических свойствах информа-
ционной последовательности, были предложены в п.4.2.3. и основаны на 
факторизации аффинных многообразий нулевой корреляции. 

Моделирование, результаты которого приведены в п.4.2.3 и п.5.2, 
показало, что возможности этих алгоритмов часто ограничены каналами 
небольшой длины и требуют очень высоких значений отношения сигнал-
шум. Данное обстоятельство делает проблематичным использование этих 
алгоритмов для слепой идентификации радиолокационных каналов. 

В п.4.1.2 в рамках модели (6.62) предложен двухдиагональный ал-
горитм слепой идентификации, который также не требует априорного зна-
ния вида нестационарной модуляции информационного сигнала (в случае 
РСА функции ( )τRg ). Этот алгоритм, предложенный в [82] именно для 

решения данной задачи, кажется нам наиболее перспективным в данном 
приложении. 

Для практической реализации рассматриваемого алгоритма необхо-
димо определить зависимости качества оценки канала от числа обрабаты-
ваемых реализаций, длины реализации, степени нестационарности, вели-
чины аддитивных помех и т.п. 

Качество работы алгоритмов в данной задаче естественно оценивать 
по функции неопределенности. В этом случае, мы можем подставить в 
оптимальный алгоритм восстановления оценку канала, полученную сле-
пым алгоритмом, а затем оценить полученную функцию неопределенно-
сти, описывающую рассогласование выхода согласованного фильтра и его 
параметров. В этом случае характеристики качества будут зависеть от 
конкретного вида передаточной функции канала. 

Чтобы получить оценки качества вне этой зависимости введем не-
сколько модифицированное определение функции неопределенности 
«слепого» согласованного фильтра, как отклик этого фильтра на нестацио-
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нарный белый шум. В этом случае идеальная функция неопределенности 
(δ -функция) появится на выходе при числе реализаций ∞→M .  

 
 

1 

0.5 

Уровень боковых лепестков 

Отсчеты сигнала.  
 

Рис.6.20. К определению качества работы дискретного «слепого» согласован-
ного фильтра. 

 
При фиксированной выборке для оценки качества работы дискрет-

ного «слепого» согласованного фильтра мы будем использовать понятие 
дискретного разрешения, определенного как число отсчетов оценки им-
пульсной характеристики превысивших порог 0.5 от максимального зна-
чения, и максимальный уровень бокового лепестка, определенный как 
максимальное значение отсчета не превосходящего порог (см. Рис.6.20). 

В задаче оценки дальностного канала РСА в качестве нестационар-
ной модулирующей последовательности выступает диаграмма направлен-
ности РСА, а именно ее сечение в угломестной плоскости. 

При локации пространственно ограниченных целей, в качестве не-
стационарной модуляции может рассматриваться индикаторная функция. 

Эти замечания, позволяют нам при моделировании дальностного 

канала РСА положить ( ) 1j =ωh&  и использовать гауссову модель нестацио-

нарности в виде: 
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pl ...1                ,

2
exp

2
2 =





















 −
−=σ               (6.66) 

где: 8  - длина реализаций информационного сигнала. 
Характер моделируемой нестационарности показан на Рис.6.21.  
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Рис.6.21. Нестационарность на входе дальностного канала РСА. 

 
На Рис.6.22 показана зависимость дискретного разрешения (мини-

мальное значение 1) от числа обрабатываемых реализаций при различной 
величине нестационарности ( 0=p  - на входе белый шум; ∞→p  - на 

входе дельта-функция). Меткой «RANDOM» обозначена зависимость при 
случайном значении параметра нестационарности.  

На Рис.6.23 показана скорость сходимости алгоритма. На Рис.6.24 
уровень боковых лепестков. На Рис.6.25 зависимость от длины информа-
ционного сигнала.  
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Рис. 6.22. Зависимость дискретного разрешения (по вертикали) от числа обра-
батываемых реализаций (по горизонтали), при различном значении параметра 
нестационарности (меткой RANDOM обозначена зависимость при случайном 

значении параметра нестационарности). 
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Рис. 6.23. Зависимость дискретного разрешения (по вертикали) от числа обра-
батываемых реализаций (по горизонтали), при различном отношении сигнал-

шум при p=25. 
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Рис. 6.24. Зависимость уровня боковых лепестков (по вертикали) от числа об-
рабатываемых реализаций (по горизонтали), при различном отношении сиг-

нал-шум, при p=25. 
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Рис. 6.25. Зависимость дискретного разрешения (по вертикали) от числа обра-
батываемых реализаций (по горизонтали), при различных длинах реализаций, 

при p=25. 

 
В целом, алгоритм демонстрирует хорошую помехоустойчивость, 

однако требует весьма высокой степени нестационарности (см. Рис.6.21). 
Последний недостаток может быть компенсирован увеличением числа реа-
лизаций. Для работы алгоритма не требуется знания вида нестационарной 
модуляции и длины канала. 

Экспериментальная проверка возможности использования данного 
алгоритма для коррекции искажений дальностного канала РСА проводи-
лась с использованием информации авиационной РСА Х - диапазона 
«Компакт-1»        («ИК-ВР»), разработанной в НИИ ТП, г. Москва. Резуль-
таты экспериментальной проверки (опубликованные в [51]) показали, что 
двухдиагональный алгоритм (см. Рис.4.1) дает смещенную оценку зонди-
рующего сигнала РСА.  

Причины данного смещения следует искать среди таких факторов 
как:  

1) наличие в аппаратурном тракте РСА коррелированного аддитив-
ного шума;  

2) наличие нелинейных эффектов малоразрядного квантования и 
жесткого ограничения;  

3) краевых эффектов возникающих в случае попадания ярких отра-
жателей на границу области анализа. 

Первый фактор приводит к тому, что спектральная плотность шума 
неравномерна в полосе частот пропускания тракта. Ковариационная мат-
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рица стационарного шума диагональна в спектральной области и не влияет 
на вторую диагональ ковариационной матрицы, а значит и на восстанавли-
ваемую фазу передаточной функции (см.п.4.1.2). Однако, выборочная ко-
вариационная матрица шума имеет не равные нулю коэффициенты во вто-
рой диагонали при ограниченном числе используемых реализаций, что 
может привести к неравномерному по полосе частот смещению в оценке 
фазы. Способ преодоления данного ограничения очевиден: при использо-
вании алгоритма необходима  предварительная запись и последующий 
анализ «шумовой голограммы».  

Второй фактор оказывает наиболее существенное влияние на точ-
ность восстановления передаточной функции радиолокационного канала. 
Математическое моделирование эффектов квантования и ограничения по-
казало, что малоразрядное квантование (<4 разрядов) или ограничение 
сигнала на уровне 1-й σ  приводят к существенным искажениям  оценки. 

Способ устранения влияния третьего фактора - оптимальный под-
бор параметров временного стробирования отраженного сигнала в прием-
нике РСА. 

Для преодоления влияния нелинейных искажений в тракте вызван-
ных квантованием и незначительным ограничением, можно использовать 
широко распространенный прием: нужно сделать эти искажения полно-
стью предсказуемыми.  

Для этого мы используем связь между ковариационной функцией 
сигнала прошедшего идеальный ограничитель с ковариационной функци-
ей исходного сигнала.  

Фактически, это означает возможность реконструкции искомой ко-
вариационной матрицы только по знаковым корреляциям во временной 
области.  

 Используя [125], для нестационарного процесса можно получить 
следующую формулу реконструкции: 
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  (6.61)      

Здесь rxx , ryy , rxy , ryx - корреляция знаковой последовательность ис-

ходной голограммы; ( )tΩ  - функция с.к.о. наблюдаемого сигнала во вре-

менной области; ( )21,ttBS  - искомая ковариационная функция.  

Тогда алгоритм оценки системной характеристики РСА в сечении 
наклонной дальности можно представить в виде последовательности сле-
дующих шагов: 
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1. Обозначим комплексный массив отраженных сигналов РСА (ра-

диоголограммы) в виде ,11 ...M...8, j==(i,j),   iS& , где: i-  индекс отсчета по 

координате дальности, j-  индекс отсчета по координате азимута. Запи-

шем оценку нестационарной дисперсии и знаковой корреляции  квадра-
турных компонент отраженных  сигналов во временной области: 

  

( )( )( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( )( )( )∑

∑

∑

∑

∑

=

=

=

=

Ω

8

j

yy

8

j

yx

8

j

xy

8

j

xx

8

j=

k,jSsigni,jSsign
M

(i,k)=r

k,jSsigni,jSsign
M

(i,k)=r

k,jSsigni,jSsign
M

(i,k)=r

k,jSsigni,jSsign
M

(i,k)=r

(i,j)S
M

(i)=

1

1

1

1

1

22

ImIm
1

ReIm
1

ImRe
1

ReRe
1

1

&&

&&

&&

&&

&

                 (6.62) 

2. Получим оценку ковариационной матрицы искаженного сигнала 
во временной области, используя формулу (6.61). 

3. Найдем спектральную ковариацию (спектральный момент 2-го 
порядка) в виде: 
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4. В соответствии с (4.31) получим оценку передаточной функции 
канала РСА по следующей формуле: 
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где: ( )mDR
1  - главная диагональ ковариационной матрицы аддитив-

ных помех; ( )mDR
2  - вторая диагональ ковариационной матрицы аддитив-

ных помех. 
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Экспериментальная проверка работоспособности данного метода 
проводилась с использованием информации самолетной РСА Х - диапазо-
на «Компакт-1». Основные характеристики данной системы приведены в 
Табл.6.1.  

 
Таблица 6.1  

Параметры РЛК «Компакт-1» Значение 
Длина волны 3 см 
Поляризация  В 
Рабочая высота полета 1...10 км 
Полоса захвата 5...20 км 
Разрешающая способность: 
• Обработка в реальном масштабе 
  времени на борту самолета 
• Обработка в наземных условиях  

 
20×20 м 
 
3×3 м 

Полоса зондирующего сигнала (ЛЧМ) 50 МГц 
 
Особенность данной системы является то, что принимаемые прием-

ником отраженные сигналы оцифровываются без сжатия по дальности, а 
сама процедура цифрового сжатия реализуется в процессе восстановления 
РЛИ. 

Это дает нам возможность проверить работоспособность предла-
гаемого алгоритма при восстановлении зондирующего сигнала РСА. 

X-диапазон для авиационных РСА не характеризуется заметным 
влиянием среды распространения, а имеющиеся результаты стендовых 
испытаний по проверке фазо-частотных характеристик сквозного аппарат-
ного тракта, позволяют считать зондирующий сигнал данной РСА идеаль-
ным прототипом, с точки зрения проверки методов СОС. 

Поэтому в качестве критерия соответствия мы рассмотрим взаим-
ную корреляцию априори известной математической модели зондирующе-
го сигнала и сигнала полученного в результате наземных испытаний аппа-
ратуры РСА (тестового сигнала) в сравнении со слепой оценкой этого сиг-
нала по радиоголограмме, полученной для двухдиагонального алгоритма 
(Рис.4.1). Данные функции показаны на Рис.6.30.  

Качество работы «слепого» согласованного фильтра для алгоритма, 
использующего знаковую корреляцию, характеризует взаимная корреля-
ция тестового сигнала и слепой оценки, показанная на Рис.6.31.  
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Рис.6.26. Нормированная амплитуда принимаемого сигнала РСА  «Компакт-1» 
в сечении наклонной дальности. 
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Рис.6.27. Оценка модуля спектра зондирующего сигнала по голограмме и спек-

тральная амплитуда тестового сигнала РСА «Компакт-1». 
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Рис.6.28. Фаза 2-й диагонали спектральной ковариационной матрицы (произ-

водная фазы спектра зондирующего сигнала). 
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Рис.6.29. Восстановленная фаза передаточной функции канала. 
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Рис.6.30. Функция автокорреляции тестового сигнала и слепой оценки зонди-

рующего сигнала по голограмме для двухдиагонального алгоритма. 
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Рис.6.31. Функция корреляции тестового сигнала и слепой оценки зондирую-

щего сигнала по голограмме для двухдиагонального алгоритма, использующе-
го знаковую корреляцию. 
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В соответствии с основной идеей предлагаемых алгоритмов вход-

ной информационный сигнал должен быть существенно нестационарен. 
Рис.6.26 показывает, что это действительно имеет место в реальной голо-
грамме РСА. 

Данная нестационарность обусловлена модуляцией отраженного 
сигнала РСА диаграммой направленности антенны в угломестной плоско-
сти. 
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Рис.6.32. Блок-схема алгоритма «слепого» сжатия по дальности, использующе-

го знаковую корреляцию. 
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В соответствии с блок-схемой (Рис.4.1), по 1-й диагонали ковариа-
ционной матрицы в спектральной области оценивается модуль передаточ-
ной функции зондирующего сигнала. Результаты оценки по реальной го-
лограмме показаны на Рис.6.27. Данный график свидетельствует, что 
оценка модуля спектра зондирующего сигнала и истинное значение (тес-
товый сигнал) отличаются. Связано, это с влиянием аддитивных сосредо-
точенных по спектру помех (линейчатая часть спектра), наличием адди-
тивного шума (постоянная подставка) и небольшого линейного искажения 
спектра вследствие неидеальной характеристики приемного устройства. 

На Рис.6.28 и Рис.6.29 показаны этапы восстановления фазы спектра 
зондирующего сигнала и соответствие оцениваемых характеристик по го-
лограмме и характеристик тестового сигнала, полученного при наземной 
калибровке. При восстановлении использовалось 1000 реализаций отра-
женного сигнала РСА «Компакт-1». В целом на Рис.6.31 мы видим, что 
оценка хорошо соответствует истинным параметрам зондирующего сигна-
ла.  

Результаты данного анализа позволяют рекомендовать для практи-
ческого использования алгоритм, использующий знаковую корреляцию. 
Блок-схема этого алгоритма показана на Рис.6.32. 

Помимо алгоритма, основанного на спектральных кумулянтах, в за-
дачах «слепой» согласованной фильтрации радиолокационных сигналов 
может быть использован алгоритм, использующий преобразование ненуле-
вой корреляции (см. п. 4.2.4). При этом нам требуется априорная информа-
ция о полиномиальном кумулянте информационного сигнала, для получе-
ния матрицы преобразования. Однако в процессе моделирования мы убе-
дились в достаточной робастности данного алгоритма к отклонениям ап-
риорной модели. 

Например, несмотря на то, что преобразование (4.91) явно исполь-
зует модель стационарной информационной последовательности на вхо-
де, вариационный принцип формирования оценки гарантирует несмещен-
ность оценки и в случае неизвестной нестационарной модуляции  инфор-
мационной последовательности на входе. При этом максимальное собст-
венное число матрицы R  (4.92), 1max <λ  даже и идеальном случае. 

На Рис.6.33 и Рис.6.34 показаны результаты математического мо-
делирования выхода «слепого» согласованного фильтра при использова-
нии данного алгоритма. «Истинным» сигналом в этих экспериментах был 
фазоманипулированный сигнал, кодированный кодом Баркера длины 13. 
Длина реализаций комплексного информационного сигнала – 24. 

Этот алгоритм характеризуется достаточно высокой скоростью 
сходимости и хорошей помехоустойчивостью.  
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Рис. 6.33. Выход «слепого» согласованного фильтра для различного числа им-

пульсов в пачке: 51=8 , 152 =8 , 453 =8 , 954 =8  в отсутствии 
шума. 

 

 

Рис. 6.34. Выход «слепого» согласованного фильтра для 100=8 и различно-

го отношения сигнал-шум: 51=S8R ДБ, 102 =S8R ДБ, 153 =S8R ДБ, 

204 =S8R ДБ. 
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В отличие от алгоритмов идентификации по спектральным момен-
там, которые  используют ДПФ и соответственно ковариацию в спек-
тральной области, использование преобразование заданной корреляции 
гарантирует хорошую обусловленность матрицы  R . 

Однако при увеличении размеров матрицы преобразования (4.91) 
могут возникать проблемы с ее обусловленностью, вследствие ошибок 
округления. 

 
6.6. Слепое восстановление изображений радиолокационных 
станций с синтезированной апертурой  
 
В данном разделе мы рассмотрим алгоритмы слепого восстановле-

ния изображений РСА на основе т.н. контрастных функций [7], получен-
ных из тех или иных предположений о свойствах радиолокационных изо-
бражений для задач как параметрической, так и непараметрической фоку-
сировки. 

В п.6.3 были получены общие выражения, описывающие отражен-
ный сигнал космической РСА (6.46). В рамках данной модели, как мы по-
казали в предыдущем разделе, искажения формы комплексной огибающей 

зондирующего сигнала РСА ( )tKR
&  могут быть корректированы с помо-

щью алгоритмов слепой идентификации канала с нестационарным входом.  
Эти алгоритмы относятся к классу непараметрических (см. п.1.2.3), 

поскольку не требуют модели искажающего канала.   
К задаче непараметрической фокусировки РЛИ приводят флуктуа-

ции времени распространения сигнала в атмосфере ( )σθδ ,,kT , вызванные 

относительным движением РСА и атмосферных неоднородностей и 
влияющие на разрешающую способность РСА в сечении азимута.  

Классический случай параметрической фокусировки возникает 
вследствие погрешности знания траектории относительного движения 
РСА и отражающей поверхности. При этом имеет место параметрическая 
неопределенность относительно регулярной части временного запаздыва-
ния сигнала в атмосфере ),,( σθkTt∆ .  

На азимутальное разрешение РСА оказывает влияние коэффициент, 
определяющий квадратичный фазовый набег в выражении (6.39). 

Поскольку часто траектория перемещения фазового центра антенны 
РСА не является прямолинейной, то данный коэффициент, называемый 
также параметром фокусировки, является функцией траекторного време-
ни.  

Поэтому запишем коэффициент фокусировки через “эквивалент-
ную” скорость прямолинейного движения, в виде: 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )θθσθθθ
σ

σθ cccc RRRRR ′′+−′′






′= ,,,
2

,2 c
FV p .      (6.65) 

Эквивалентная скорость, как мы видим из этого выражения, связана 
с модулем вектора скорости и проекцией ускорения на наклонную даль-
ность, а также с коэффициентом, отражающим влияние регулярной атмо-
сферы. 

Циклическое смещение азимутального спектра радиолокационного 
изображения (РЛИ) (называемого в литературе доплеровским центроидом 
[108]) обычно связано с линейным фазовым набегом траекторной фазы 
(6.37). 

Однако в (6.39) имеет место только квадратичный фазовый набег. 
Это свидетельствует о том, что значение доплеровского центроида зависит 
только от ориентации диаграммы направленности антенны РСА.  

Оценка доплеровского центроида, является необходимой, при кор-
рекции линейных искажений масштаба РЛИ [34,108], но собственно на его 
визуальное качество (пространственное разрешение) не влияет.  

В дискретном представлении модель радиоголограммы РСА (6.46) 
можно представить в виде: 

∑∑ +=
i

mk

j

jimkjimk nxhy ,,,,,, &&&& ,                          (6.66) 

где: mky ,&  - отсчеты радиоголограммы, mkjih ,,,
&  - нестационарное 

ядро интегрального оператора (6.46), jix ,& - восстанавливаемые комплекс-

ные отсчеты изображения, mkn ,&  - комплексный гауссовский белый шум.  

В операторной форме: 
nxHy +⋅=    (6.67) 

При решении задачи непараметрической фокусировки мы полагаем 

неизвестными коэффициенты mkjih ,,,
& , в случае параметрической неопре-

деленности, каждый из отсчетов mkjih ,,,
&  является известной функцией 

одного или нескольких неизвестных параметров.  
Как уже отмечалось выше, проблема  фокусировки радиолокацион-

ных изображений относится к классу задач слепой обработки сигналов. На 
сегодняшний день известно большое число подходов к решению подобных 
задач, рассмотренных в гл.3,4.  

Большинство упомянутых подходов явно используют тёплицеву 
структуру оператора H . В тоже время (6.46) и (6.66) имеют нестационар-
ную структуру.  

Явные ограничения на стационарность отсутствуют в стохастиче-
ских градиентных алгоритмах слепой коррекции (см.п.5.2). Поэтому при 
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разработке алгоритмов фокусировки радиолокационных изображений мы 
будем придерживаться этого подхода. 

В задачах слепого разделения источников и слепого обращения 
свертки идея стохастических градиентных алгоритмов слепой коррекции 
была впоследствии обобщена в методе контрастных функций [18,126]. 

В соответствии с этим подходом, если отсчеты входного сигнала не-
зависимы и имеют негауссово распределение, то найдется такая вещест-
венная функция ( )xq &, стохастическая минимизация которой, обеспечивает 

в среднем однозначное решение задачи слепой идентификации системы 
(6.67). При этом эта функция должна удовлетворять следующим условиям: 

1) ( ){ }xq &M  должна быть аффинным инвариантом; 

2) ( ){ } 0≥xq &M ; 

3) ( ){ } ( ){ }∑∑ ⋅≤
i j

jimkjimk xqgxq ,

2

,,,,
~ && MM ,                                                     

где: ∑∑=
l n

mkmkjinlmkji hhg *
,,,,,,,,,

&& . 

В более общем виде алгоритм слепого восстановления данного типа  
можно записать в виде: 

( )( ) yyHx
1H











= −

−

1maxarg~ Q ,                                  (6.68) 

где: ( ){ }jixqQ ,
~M=  – нелинейный функционал, x~ - восстановленное 

изображение. 
Выбор контрастной функции неоднозначен, и диктуется особенно-

стями задачи. Фактически контрастная функция является критерием каче-
ства решения задачи восстановления сигнала или изображения. Частными 
случаями данного подхода является алгоритм максимального правдоподо-
бия (МП), алгоритм минимума энтропии (МЭ), метод кумулянтных функ-
ций, алгоритмы Базганга. 

 

Метод максимального правдоподобия 

Пусть комплексные отсчеты восстанавливаемого изображения неза-
висимы и имеют негауссово распределение. Тогда их совместная плот-
ность вероятности имеет вид: 

( ) ( )∏∏=
i j

i,jxi,jpxp &x                                    (6.69) 

Без потери общности будем полагать, что оператор H обратим. То-
гда в отсутствии шумов функционал правдоподобия отсчетов радиоголо-
граммы можно записать в виде: 
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( ) ( )( )( ) ( )( )1HyyHy −− ∑∑ += ,log~log| ,,
1 JxpL

i j

jiji ,           (6.70) 

где: ( )yjix ,
~  - координатные функции,  ( )1Hy −,J  - якобиан отобра-

жения 1−H .  
Отсутствие аддитивного шума в рассматриваемой модели радиого-

лограммы с одной стороны является существенным упрощением алгорит-
ма, с другой стороны не является критичным моментом для РСА, у кото-
рых при формировании изображения после процедуры сжатия по дально-
сти уровень аддитивных шумов часто не более -10…-30 Дб. 

Поскольку 1−H  линейный оператор и восстанавливаемое изобра-
жение может иметь в принципе любой постоянный комплексный множи-

тель, то мы можем положить, что ( ) ( ) 1, == −− 11 HHy JJ , тогда алгоритм 

максимального правдоподобия можно записать в виде: 

( )( )( ) yyx
1H

⋅





























= ∑∑

−
i j

jiji xp ,,
~logmaxarg~                     (6.71) 

Если мы предположим локальную однородность фокусируемого 
фрагмента РЛИ, то для достаточно большом числе отсчетов внутри фраг-
мента асимптотически получим алгоритм восстановления в виде [130]: 

( )( ) y
y

Mx
1H

⋅





















































=

− jix xp ,
~
1

logminarg~                     (6.72) 

Т.о. метод максимального правдоподобия является частным случаем 
метода контрастных функций, а именно когда контрастная функция 
( ) ( )( )xpxq x

~log~ = .  

Функционал качества в этом случае можно записать в виде: 
( ) ( )xHxxDQ KL

~~ += & ,                                 (6.73) 

где: 

( ) ( ) ( ) ( )( )dzzpzpzpyxD yxxKL ∫= log , 

( ) ( ) ( )( )dzzpzpxH xx∫−= log , 

( )xxDKL
~&  - расстояние Кульбака-Лейблера, между распределением 

вероятности отсчетов восстанавливаемого и истинного изображений, 
( )xH ~ - энтропия восстановленного изображения по Шеннону. 
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Метод минимума энтропии 

В методе минимума энтропии используется несколько отличная от 
метода максимального правдоподобия идея выбора контрастной функции 
или функционала качества. 

Если отсчеты истинного изображения имеют негауссово распреде-
ление, то любая их линейная комбинация дает случайную величину, рас-
пределение которой асимптотически приближается к гауссовому, вследст-
вие центральной предельной теоремы. 

Тогда функционалом качества может быть  расстояние Кульбака-
Лейблера, между распределением вероятности отсчетов восстанавливае-
мого изображения и некоторой гауссовой случайной величины: 

( ) { }







−= 2~2log~ xexHQ Mπ ,                          (6.74) 

или для нормированных данных: 
 ( )xHQ ~= .                                            (6.75) 

При этом контрастная функция ( ) ( )( )xpxq x
~log~ ~= .  

Данный подход был, по-видимому, впервые использован в задачах 
сейсмологии Уидженсом [127]. Применительно к задаче фокусировки изо-
бражений РСА возможность использования данного метода обсуждалась в 
контексте обработки радиолокационных изображений первой космической 
РСА Seasat (США) в 1991г.  

В 1992 году, при обработке радиолокационных изображений авиа-
ционной РСА «МАРС», полученных в рамках совместных работ ЦСКБ 
(Самара) и ИРЭ АН УССР (Харьков) по экологическому мониторингу г. 
Самара, автором (независимо от упомянутых работ) в разработанном про-
граммном обеспечении был использован алгоритм автофокусировки по 
критерию минимума энтропии. При этом в отличие от упомянутых алго-
ритмов, использовалась гистограммная оценка энтропии радиолокацион-
ного изображения [17]. 

Различные модификации кумулянтных методов можно получить, 
разложив в степенной ряд контрастные функции методов МП или МЭ, при 
этом обычно используются комбинации кумулянтов выше 2-го порядка.  

 
Реализация алгоритмов фокусировки 

Основное отличие методов МП и МЭ в том, что для вычисления 
значения функционала качества в первом случае требуется знание априор-
ного распределения вероятности отсчетов истинного изображения, а во 
втором апостериорного распределения вероятности отсчетов восстанавли-
ваемого изображения.  

Если априорное распределение нам неизвестно, то использование 
метода минимума энтропии более предпочтительно, поскольку мы естест-
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венно имеем выборку отсчетов восстанавливаемого изображения и можем 
оценить по ним значение энтропии. 

Для формирования контрастной функции в этом случае можно ис-
пользовать оценку плотности вероятности комплексных отсчетов изобра-
жения в виде: 

( ) ( )( ) ( )( )∑ ∑
−

=

−

=

−−=
1

0

1

0
,,~ ~Im~Re

1
,ˆ

8

i

M

j

jiimjireimrex xxxx
8M

xxp µµ ,    (6.76) 

где: ( )xµ  - положительная функция окна, такая что  ( ) 1=∫ dxxµ . 

Данная оценка плотности вероятности случайной величины по на-
блюдаемой выборке предложено в [131], идею разложения типа (6.76) 
можно найти в [58]. 

Оценка энтропии может быть далее получена в виде: 

( ) ( ) ( )( )∫∫−= imreimreximrex dxdxxxpxxpxH ,ˆlog,ˆ~ˆ ~~ .             (6.77) 

В [132] при решении задачи слепого разделения сигналов предло-
жено в алгоритме МА использовать вместо шенонновского определения 
энтропии использовать понятие энтропии по Реньи ( )xH ~

α : 

( ) ( )∫−
= dzzpxH x

α
α α

log
1

1
 

В сочетании с оценкой (6.76) это может дать некоторое упрощение 
функционала Q . 

Для однопараметрической фокусировки РЛИ вычисляя аргумент 
минимума (6.77) простым перебором по параметру фокусировки мы полу-
чаем с некоторой точностью скользящую по РЛИ оценку эквивалентной 
скорости. 

В случае непараметрической фокусировки или наличия нескольких 
параметров мы можем использовать хорошо разработанные в приложени-
ях адаптивной фильтрации алгоритмы нелинейной оптимизации Ньютона 
или градиентного спуска [129].  

При этом выбранная функция окна ( )xµ  должна иметь производ-

ную по крайней мере 1-го порядка. Тогда коэффициенты обратного фильт-
ра mkjiz ,,,&  вычисляются в итерационном процессе, на каждом шаге кото-

рого вычисляются поправочные коэффициенты по следующей формуле: 

 
( )

s
mkji

z
mkji

s
s

mkji
s

mkji
z

Q
zz

,,,
,,,

,,,
1

,,,

&
&

&&
∂

∂
−=+ z
β ,           (6.78) 
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где: ( ) ( )( )∑∑=
i j

ijxq
8M

Q zz ~1
.  

Тогда: 

         
( ) ( )( ) mjki

mkji

yxq
8Mz

Q
,,

,,,

~1 &
&

z
z ′=

∂

∂
.                            (6.79) 

Коэффициенты  { }sβ  определяют скорость сходимости алгоритма и 

должны удовлетворять условию ( ) ( )ss QQ zz <+1 . 

 Особенности применения данных методов, иллюстрирует пример 
восстановления РЛИ самолетной РСА L - диапазона в составе радиолока-
ционного комплекса «МАРС» (Украина). Данный комплекс разработан в 
ИРЭ АН УССР (в настоящее время Исследовательский Центр Радиофизи-
ческих Методов Дистанционного Зондирования Земли имени А.И. Калмы-
кова).  

Обработка по координате наклонной дальности в этой системе осу-
ществляется на аппаратном уровне, поэтому цифровое восстановление 
РЛИ осуществляется только в сечении путевой дальности.  

Анализируемая голограмма г. Самара получена 12.12.91г. Парамет-
ры радиоголограммы: 768×6092 комплексных отсчетов; начальная задерж-
ка – 61мкс; период повторения импульсов – 100Гц; частота дискретизации 
24МГц; длина волны – 23см. 

При обработке использовались алгоритмы МП и МЭ. Для оценки 
априорного распределения комплексного изображения использовалась 
экспоненциальная аппроксимация распределения визуально сфокусиро-
ванного изображения (Рис.6.35).  

Показанная на Рис.6.35. оценка плотности вероятности комплекс-
ных отсчетов РЛИ, получена в соответствии с (6.76) для гауссовой функ-
ции окна. В алгоритме МП в качестве априорного распределения исполь-
зовалось экспоненциальное распределение с единичной дисперсией. 

( ) ( )( )imreimrex xxxxp +−= exp
4

1
,                           (6.80) 

На Рис.6.40 показано РЛИ г.Самара, полученное алгоритмом авто-
фокусировки, по критерию минимума энтропии. На Рис.6.41 показан 
фрагмент РЛИ (г. Самара, район ипподрома, см. Рис.6.40), сформирован-
ный при различных значениях параметра эквивалентной скорости (6.65) 
РСА. 

На Рис.6.38 и Рис.6.39 показаны зависимости функционала качества 
для алгоритмов МЭ и МП соответственно, оцененные на участке Б (ниж-
няя часть фрагмента РЛИ на Рис.6.41). 
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На Рис.6.36 и Рис.6.37 показаны зависимости функционала качества 
для алгоритмов МЭ и МП соответственно, оцененные на участке А (верх-
няя часть фрагмента РЛИ на Рис.6.41). 

Визуально оптимальное значение параметра фокусировки на участ-
ке А – 154 м/с (Рис.6.41.ж)). Из Рис.6.36 и Рис.6.37 видно, что алгоритм 
МЭ обеспечивает более высокую точность оценки по сравнению с алго-
ритмом МП. 

   

 
Рис.6.35. Оценка плотности вероятности комплексных отсчетов РЛИ 

( )imrex xxp , . 

  
Оптимальное значение параметра фокусировки на участке Б – 166 

м/с (Рис.6.41.б), яркие точки внизу фрагмента). Из Рис.6.38 и Рис.6.39 вид-
но, что в данном случае функционал качества алгоритма МЭ дает два ло-
кальных минимума при значениях параметра фокусировки 165м/с и 
163м/с, в тоже время как алгоритм МП обеспечивает оптимальную оценку.  

Данные различия объясняет характерная особенность участка А, ко-
торый представляет собой  насыщенную городскую застройку (микрорай-
он панельных «девятиэтажек»), в то же время участок Б «зеленая» зона и 
«частный сектор». 

Проведенная экспериментальная проверка позволяет сформулиро-
вать качественный вывод: алгоритм МЭ обеспечивает более высокую точ-
ность фокусировки относительно алгоритма МП, но более чувствителен к 
сюжету РЛИ и может давать несколько локальных минимумов функцио-
нала качества. 

Данные алгоритмы могут быть использованы для высокоточной фо-
кусировки и коррекции искажений РЛИ возникающих вследствие погреш-
ности траекторных измерений и атмосферных эффектов. 
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Рис.6.36. Зависимость Q (по вертикали) от эквивалентной скорости V  [м/с] 

(по горизонтали) на участке А в алгоритме МЭ. 

 
Рис.6.37. Зависимость Q (по вертикали) от эквивалентной скорости V  [м/с] 

(по горизонтали) на участке А в алгоритме МП. 

 
Рис.6.38. Зависимость Q (по вертикали) от эквивалентной скорости V  [м/с] 

(по горизонтали) на участке Б в алгоритме МЭ. 
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Рис.6.39. Зависимость Q (по вертикали) от эквивалентной скорости V  [м/с] 

(по горизонтали) на участке Б в алгоритме МП. 
 

 
Рис.6.40. Радиолокационное изображение г.Самара, полученное алгоритмом 

автофокусировки по минимуму энтропии (РСА L-диапазона «МАРС», Украи-
на). 
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Рис.6.41. Фрагмент РЛИ г. Самара для различных значений эквивалентной 
скорости самолета,  а) 170=V м/с, б) 166=V м/с, в) 162=V м/с, г) 

158=V м/с, д) 158=V м/с,  ж) 154=V м/с, з) 150=V м/с, и) 

148=V м/с, к) 144=V м/с. 

 
В целом, качество работы рассмотренных в данном разделе алго-

ритмов компенсации искажений РЛИ для параметрического и непарамет-
рического случаев, зависит от сюжета.  

При этом, чем больше на РЛИ «ярких» точек, тем более успешна 
процедура оценивания. Кроме того, наличие локальных экстремумов 
функционала Q  может значительно осложнить непараметрическую фоку-
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сировку. В этих случая важно наличие начального приближения, которое 
может быть получено при использовании методов п.6.4. [124]. 

Однако компенсация атмосферных искажений на РЛИ, работающих 
в длинноволновых диапазонах при использовании данных методов не-
сколько упрощается, поскольку в этих диапазонах более выражен резо-
нансный механизм обратного рассеяния и сюжеты таких РЛИ, как прави-
ло, благоприятны для фокусировки [115]. 

Описания других методов параметрической фокусировки РЛИ 
можно найти в [34,35,36,115]. 
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  Глава 7.  

НЕКОТОРЫЕ МЕТОДЫ АНАЛИЗА НЕЗАВИСИМЫХ 
КОМПОНЕНТ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ  

В этом разделе мы рассмотрим некоторые новые методы анализа 
независимых компонент [18,141] (АНК) и их приложения в задаче пред-
ставления многозональных оптических изображений, многочастотных и 
многополяризационных радиолокационных изображений, и вообще век-
торных многомерных сигналов, а также задачах СОС.  

Одна из центральных проблем в практике приложений нейронных 
сетей, статистике, задачах ЦОС, это задача нахождения наиболее компакт-
ного представления данных. Это важно для последующего анализа, кото-
рым может быть распознавание образов, классификация и принятие реше-
ний, сжатие данных, фильтрация шумов, визуализация.  

Относительно недавно, для решения подобных задач, привлек ши-
рокое внимание метод нахождения линейного преобразования, обеспечи-
вающего независимость компонент, называемый в [18] АНК.  

Модель, используемую в анализе независимых компонент, можно  
представить в виде: 

Hxy = ,                                                 (7.1) 

где: y  - m -мерный случайный вектор, x  - n -мерный случайный 

вектор с независимыми компонентами, H  - некоторое обратимое неиз-

вестное отображение mn
RR → , nm ≥  (данная модель может быть обоб-

щена также и на комплексный случай).  
Задача АНК формулируется как задача поиска такой проекции век-

тора y  на линейное пространство векторов x , компоненты которой были 

бы статистически независимы. При этом для анализа доступна только не-
которая статистическая выборка значений случайного вектора y . В этом 

смысле задача и методы АНК относятся к задачам и методам СОС. 
В линейном анализе независимых компонент (ЛАНК) H  - детерми-

нированная, неизвестная nm×  матрица. ЛАНК является некоторым разви-
тием хорошо известных в прикладной статистике методов анализа прин-
ципиальных компонент (АПК) и методов факторного анализа (ФА), где 
вместо свойства некоррелированности используется более сильное свойст-
во статистической независимости [141]. 

Как мы уже отмечали в гл.1 ЛАНК может применяться, например, в 
задаче слепого разделения источников (см. (1.3)) [142]. При этом источни-
ки ( )tx  полагаются стационарными, статистически независимыми друг от 

друга случайными процессами (иногда добавляется требование эргодично-
сти), и предполагается также, что ( ) nHrank = . 
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Методы ЛАНК могут применяться также в задачах слепой иденти-
фикации и коррекции скалярных или векторных каналов, а также многока-
нальных систем. При этом при соблюдении условий идентифицируемости 
(Т.7,Т.8) решения задачи АНК и слепой идентификации эквивалентны 
[143].  

Традиционные методы ЛАНК используют идеологию сходную с 
методом контрастных функции, использованного в предыдущем разделе 
для решения задачи фокусировки радиолокационных изображений. Т.е. 
фактически эти методы строятся по вариационному принципу [141]: 

( )( )Ayx
A

Qmaxminarg ∨= ,                                      (7.2) 

где: A  - mn×  матрица, Q  - функционал, имеющий смысл критерия 

независимости компонент. 
Таблица 7.1 

Наименование 
алгоритма 

Вид функционала Q    

Метод макси-
мального правдо-
подобия 

( )( )∑∑
=

+=
8

k

n

i

k
T
ii 8fQ

1

detlnlog Aya , 

где: ( )•if  - априорно известная плотность ве-

роятности компонент вектора ( )nxx ,...,1=x ;  

{ }ky , 8k ,...,1=  - наблюдаемая выборка; 

( )TnaaA ,...,1= ; mn = . 

(7.3) 

Метод взаимной 
информации ( ) ( )∑

=

−=
n

i

T
i HHQ

1

Ayya , 

где: ( )•H  - дифференциальная энтропия. 

(7.4) 

Метод негэнтро-
пии 

( ) ( )
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i
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JJQ , 

где: ( ) ( ) ( )xxx HHJ gauss −= ,  ( )ijb=B  - кова-

риационная матрица вектора Ay . 

(7.5) 

 
В зависимости от выбранного функционала Q , а также алгоритма 

стохастической минимизации или максимизации, получают различные 
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алгоритмы ЛАНК.  
В Табл.7.1 приведены несколько хорошо известных  в теории АНК 

критериев [141,142].  
Т.о. основным алгоритмом ЛАНК является оптимизация некоторого 

нелинейного функционала над пространством, образованным коэффици-
ентами матрицы линейного отображения A . 

Естественно, что для нелинейной модели АНК, задача становится 
недоопределенной, поскольку неясен вид отображения H  в (7.1). Соблаз-
нительным решением проблемы АНК в этом случае было бы явное опре-
деление преобразования независимости [134].  

Для решения этой задачи мы можем использовать преобразования 
независимости предложенные в [59,133]. 

Рассмотрим случай, когда случайные вектора x  и y  имеют совме-

стные функции распределения компонент, которые вместе со всеми свои-
ми маргинальными распределениями непрерывны и всюду положительны. 

Рассмотрим отображение nn
RRH →− :1  с координатными функ-

циями вида [59]: 

( )( )( )

( )( )
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                          (7.6) 

где:  ( )111...1| ,...,| −− kkkk yyyF  - условная функция распределения 

случайной величины ky , ( )1−
k

F  - обратная функция, соответствующая 

одномерной функции распределения случайной величины ky .  

Как было показано в [133] система случайных величин { } nkkx ,...,1=  

взаимно независима. 
Введенное в [59,133] треугольное преобразование независимости, 

(7.6) фактически является вариантом преобразования введенного в работе 
[135], как преобразование исходной выборки в выборку значений равно-
мерно распределенного на N-мерном единичном кубе случайного вектора.  

Хорошо известно, что для гауссовских случайных векторов свойст-
во независимости их компонент эквивалентно их некоррелированности. 
Поэтому для каждого гауссовского вектора существует линейное преобра-
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зование ортогонализации, совпадающее с (7.6). В случае произвольного 
распределения компонент{ } nkky ,...,1=  преобразование (7.6) нелинейное. 

В задаче АНК мы не имеем информации о функции распределения 
( )nn yyF ,...,1 , поскольку нам доступна только выборка значений случайно-

го вектора y . Поэтому для построения преобразования независимости 

(7.6) мы можем идти двумя путями: 
1) Если известен тип многомерного распределения вероятности 

обрабатываемых данных, то можно использовать явный вид 
преобразования независимости полученный для данного рас-
пределения. В настоящее время известны формулы преобразо-
вания для многомерных распределений Гаусса, Коши, Стью-
дента [59,133,136-138]. Соответствующие параметры распреде-
лений в данном случае оцениваются по наблюдаемым коорди-
натам случайного вектора.  

2) Если тип наблюдаемого многомерного распределения неизвес-
тен, то в качестве основы для построения преобразований неза-
висимости могут быть использованы выборочные многомерные 
распределения.  

В большинстве случаев, мы не имеем информации о типе много-
мерного распределения наблюдаемых сигналов, поэтому рассмотрим путь 
построения (7.6) по выборочным статистикам.  

Поскольку для построения преобразования независимости требует-

ся непрерывность ( )nn yyF ,...,ˆ
1 , а также всех маргинальных распределе-

ний, то мы можем использовать аналогичный прием, что и при построении 
алгоритма слепого выравнивания, на основе выборочной оценки энтропии 
в п.6.5 (6.76), обобщив данный подход на многомерный случай в виде: 

( ) ( )( ) ( )( )∑ ∑
= =

−−=
8

i

8

i

nnnnnn

n

iyyiyy
8

yyF

1 1
1111

1
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1

,...,ˆ χχ ,              (7.7) 

где: 

( ) ( )∫
∞−

=
y

dzzy µχ                                           (7.8) 

Теперь мы можем использовать формулу (7.6) для построения пре-
образования независимости.  

Однако если n  велико (на практике более 3-х),  то в этом случае  
трудно получить достоверные оценки многомерных распределений с дос-
таточной точностью. 
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Возможность построения преобразования независимости n-мерного 
случайного вектора с помощью парных преобразований независимости 
для негауссовских случайных векторов была найдена в [137].  

Возможность такого построения очевидна в гауссовском случае. В 
[137] показано, что  достаточным условием возможности построения пре-
образования независимости n-мерного случайного вектора с помощью 
парных преобразований независимости является свойство воспроизводи-
мости условных квантилей многомерного распределения. 

Условные квантили ( )8i8ii
yyyq ,...~,...,1

0
...

~
...1|

 распределений 

( )111...1| ,...,| −− kkkk yyyF  определим следующими уравнениями: 
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         (7.9) 

где: символ “∼” над переменной означает ее исключение. 
Будем говорить [137], что случайный вектор обладает свойством 

воспроизводимости условных квантилей размерности n-1 при сужении на 
одномерные условные квантили, если для любого ni ,...,1=  и для любого 

nk ,...,1=  такого, что для ik ≠ : 
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Далее будем считать, что случайный вектор обладает свойством 
воспроизводимости условных квантилей при сужении на все условные 
квантили меньшей размерности. 

В работах [59,136,138] приведены примеры многомерных распреде-
лений, условные квантили которых обладают свойством воспроизводимо-
сти. Это распределения  Гаусса, Стьюдента, Коши, Дирихле и некоторые 
типы сопряженных распределений.  

Можно показать, что этим свойством обладает распределение слу-
чайного вектора полученного с помощью  линейного однозначного ото-
бражения вектора с независимыми, произвольно, но одинаково распреде-
ленными компонентами.  

В соответствии с [134] процедура “слепого” построения преобразо-
вания независимости n-мерного случайного вектора с помощью парных 
преобразований независимости может быть сведена к следующим этапам: 
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1) Пусть мы имеем набор реализаций n случайных величин 
{ } nkky ,...,1= . По набору реализаций построим n-1  выборочных 

условных распределений ( )1
1
1| |ˆ yyF kk

, k>1. Получим набор реа-

лизаций n-1 случайных величин { } 1,...,1
1

−= nmmy используя пре-

образование ( )11
1

1|1
1 |ˆ yyFy mmm ++= . 

2) По набору реализаций { }
1,...,1

1
−= nkk

y  построим n-2  выборочных 

условных распределений ( )1
1

12
1| |ˆ yyF

kk
, k>1.  Получим набор реа-

лизаций n-2 случайных величин { } 2,...,1
1

−= nmmy  используя пре-

образование ( )1
1

1
1

2
1|1

2 |ˆ yyFy mmm ++= . 

3) Продолжая этот процесс, получим набор реализаций случайной 

величины 1
1
−n

y  и соответствующую предыдущему этапу выбо-

рочную функцию распределения ( )2
1

2
2

1
1|2 |ˆ −−− nnn

yyF . 

4) Используя полученный набор двумерных выборочных услов-
ных функций распределения преобразование независимости 
может быть построено как рекуррентная система равенств 
(7.11). 
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Одно из перспективных направлений развития современных систем 
ДЗЗ является синхронная съемка земной поверхности в различных диапа-
зонах электромагнитного спектра. Совместная обработка многозональных 
оптических изображений, многочастотных и многополяризационных ра-
диолокационных изображений, радиометрических изображений, перспек-
тивное направление исследований и практических приложений последнего 
времени. 
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Разработка технологий совместного анализа изображений различ-
ной природы включает в себя разработку методов визуализации, класси-
фикации, сегментации, сжатия данных. При этом, как правило, стремятся 
сократить число признаков автоматической классификации объектов, 
обеспечить их наглядное представление (визуализацию), сократить объе-
мы хранимой информации.  

Одним из методов анализа многомерных данных, применяемых для 
решения этих задач, является метод главных компонент (декоррелирую-
щие преобразование).  

Данный метод основан на линейном отображении вектора данных в 
вектор с некоррелированными компонентами, имеющими максимальную 
дисперсию (изменчивость). В зависимости от конкретного применения 
дальнейшему анализу подвергается или наиболее информативные (глав-
ные) компоненты (изображения), или весь декоррелированный вектор 
(векторное изображение). 

В рамках данного метода, для получения соответствующего ото-
бражения используется только выборочная ковариационная матрица на-
блюдаемых отсчетов яркости различных изображений. Матрица декорре-
лирующего отображения формируется из собственных векторов ковариа-
ционной матрицы, а компоненты упорядочиваются в соответствии с убы-
ванием соответствующих собственных значений. 

Мощным инструментом для анализа совместного анализа изобра-
жений имеющих негаусову статистику могут стать преобразования (7.6), 
(7.11). 

Блок-схема алгоритма обработки данных использующего преобра-
зование независимости показана на Рис.7.1 [139]. На первом этапе осуще-
ствляется совмещение изображений различных датчиков на единую коор-
динатную основу. Затем по выделенным фрагментам проводится оценка 
многомерной плотности вероятностей и вычисляются соответствующие 
координатные функции. Далее осуществляется собственно преобразова-
ние. 

В качестве иллюстрации нашего подхода приведем результаты экс-
перимента по совместной обработке многозональных оптических изобра-
жений, полученных камерой МК-4Ф спутника «Ресурс-Ф2» [139,140].  

Основная цель эксперимента компенсировать зависимость между 
изображениями различных спектральных зон, возникающую, например 
вследствие неидеальности светофильтров. В данном случае задачу по-
строения преобразования независимости можно интерпретировать как за-
дачу слепой коррекции межзонных искажений. 

Кроме этого ставилась задача увеличить информативность обраба-
тываемых изображений, за счет увеличения информационного содержания 
признаков.  
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Рис.7.1. Блок-схема алгоритма обработки. 

 
Для обработки использован фрагмент изображения размером 

1024×1024 пикселей в спектральных зонах с длинами волн: 510-600нм 
( 1y ), 600-700нм ( 2y ),  700-850нм ( 3y ). Исходные изображения показаны 

на Рис.7.2, Рис.7.3, Рис.7.4 соответственно. 
Предварительная обработка изображения состояла в пространст-

венной коррекции с целью обеспечить совмещение всех 3-х изображений. 
Оценка параметров геометрических преобразований выполнена корреля-
ционным методом, а сама геометрическая трансформация выполнена по 
методу «ближайшего соседа». 

Представленные на Рис.7.4, Рис.7.5, Рис.7.6 независимы компонен-
ты существенно контрастируют, как с исходными изображениями, так и с 
компонентами, полученными в результате применения метода главных 
компонент (преобразования Карунена-Лоева). В частности ряд природных 
объектов, характеризующихся существенно отличным рассеянием в раз-
личных спектральных зонах, присутствует на различных компонентах: 
присутствующие в речной воде взвеси органического происхождения 
(Рис.7.6), песчаные косы (Рис.7.5, Рис.7.7), небольшое облако (Рис.7.7). 
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Рис.7.2. Исходное изображение ( 1y ). 

 

 
Рис.7.3. Исходное изображение ( 2y ). 

 

 
Рис.7.4. Исходное изображение ( 3y ). 



 216 

 
Рис.7.5. Компонента 3x . 

 
Рис.7.6. Компонента 2x , 1|2x . 

 
Рис.7.7. Компонента 2|1x . 
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Рис.7.7. Главная (первая) компонента преобразования Карунена-Лоева. 

 

 
Рис.7.7. Вторая компонента преобразования Карунена-Лоева. 
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Рис.7.8. Условные квантили порядка 0.5 условных функций распределения 

( )212|1 | yyF , ( )121|2 | yyF . 
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В отличии от метода главных компонент, АНК обеспечил сущест-
венно более информативный набор признаков для земных покровов. От-
части отличие этих методов характеризуется видом условных квантилей 
порядка 0.5  показанных на Рис.7.8. Линейный характер графиков в диапа-
зоне примерно от 30 до 80 нормированной яркости говорит о том, что 
данные в этой области хорошо описываются гауссовой моделью и могут 
быть преобразованы в рамках метода главных компонент. Данные за пре-
делами этого интервала имеют явно не гауссовскую природу. Поэтому 
применение АНК в данном случае представляется оправданным. 

На Рис.7.6 и Рис.7.7 показан результат эксперимента по статистиче-
скому исключению объектов 2-й зоны из первой и наоборот. Данное пре-
образование имеет самостоятельный интерес, поскольку обеспечивает 
покомпонентную независимость. В частности объект небольшое облако 
как бы «вырезан» из 2-й зоны (Рис.7.6) и «перенесен» в 1-ю (Рис.7.7). 

Предложенный в данном разделе метод АНК, использующий пре-
образование независимости [59], и ядерную оценку функции распределе-
ния вероятностей [131], естественно может быть использован и в других 
приложения АНК и СОС в целом. Недостатком этого метода является не-
обходимость использования достаточно большой выборки.  
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